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VECTEURS 



Objectifs 

■ Definiri les notions de scalaire et de vedtair. 

■ Decrire les prindpales operations realises sur les vecteurs, 
les coordonnees cartesiennes d'un vecteur et la notion 

de vedtajr-position. 
-Oefinir le produit scalaire et le produit vectoriel de deux 
vecteurs. 



En mecanique, les vecteurs sont utilises pour representer les forces (F] A^))J les 
moments {M, M^Fj), les vitesses (V*, V M ^)\ les accelerations {al a A1/ o)J les contraintes 
0, t)J etc 



I - Scalaires 



Les scalaires sont des nombres positifs, negatifs ou nuls, utilises pour representer des 
quantites diverses : temps, temperature, masse, energie, volume, etc. 

Par exemple, les nombres 20, 18, 50 sont les scalaires des grandeurs suivantes : hau- 
teur de 20 m, volume de 18 m 3 J force de 50 N. 



II - Definitions 



Un vecteur est une grandeur definie par une direction, un sens et une intensite. 







a) La direction est la droite qui porte le vecteur. 
Elle est definie par Tangle (ft mesure entre un axe 
de reference et le support. 

b) Le sens represente 1' orientation origine-extre- 
mite du vecteur et est symbolise par une fleche. 

c) L'intensite, norme ou module, represente la 
valeur de la grandeur mesuree par le vecteur. 
Graphiquement, elle correspond a la longueur de 
celui-ci. Notation : V\ \ V*i ou || V*\\\ 



extremite 




axe de 
reference 



point d'application ou origine 
direction ou support 



Fig. 1 



NOTIONS GENERALES 



d) Le point d'application est le 

point qui sert d'origine a un repre- 
sentant (ou image) du vecteur. 

Remarque a definir un vecteur, 
c'est connaitre les quatre para- 
metres precedents. 




Fig. 2 



Vecteur glissant ou glisseur a vecteur I dont le point d'application peut etre quel-| 
conque sur un support oul une ligne d' action imposee, 
Vecteur lie ou pointeur : vecteur ay ant un point d'application. 



Ill - Operations sur les vecteurs 

1. Addition 

Des vecteurs de meme nature peuvent etre additionnes pour former un troisiemd vec- 
teur appele vecteur-somme. 

Exemple : determinons la somme R desl deux vecteurs A I et B proposes] 




Fig. 3 



Remarque : l'addition peut etre realisee a partir d'un triangle de construction! (condi- 
tions : A etJ B dul triangle doivent etre paralleles et de memes longueurs que les vecteurs 
A et B d'origine) oil par un parallelogramme Oafer! (OcJ //| br et Obi // 3 r )» encore appele 
regie du parallelogramme. 

Cas de vecteurs paralleles 
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on 


m 


. — 


»H 
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A Si 



Fig. 4 
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5rence entre le 
oppose (-fT)J 



ramene 




angle de constructi 




parallelogramme 



w 



Ig. 5 

3. Commutativite 

L'operation d' addition entre vecteurs est commutative. 
Autrement dit : 





A _ 


A 
















B ^ 









Fig. 6 

Remarque : cette propriete est illustree par la regie du parallelogramme. 



4. Associativite 



L'operation d' addition entre plusieurs vecteurs A J fij c'est associative. 
Autrement dit : A +! B oul B + C peuvent etre remplacees par leur vecteur somme dans 
1' addition globale. 



C) = R 




s- *\ 



R=A+B+C 



R = (A+B) + C 



R=A + (B+C) 



Fig. 7 



NOJIONS GENERALES 



5. Multiplication d'un vecteur par un scalaire 

Les sommes (A*+ A*j et (6*4] Bl +B*j s'ecrivent simplement sous la forme 
produit des scalaires 2 et 3 par lesl vecteurs A*etl B*J 
De la meme facpn, on peut ecrire -3F* , - | \ft ■ ■ ■ 

Si A a pour intensite 100 tt, les 
intensites deO,5A*J de2,5A*et| de 
-2Al seront respectivement de 
50 N , 250 N et 200 N . 




Fig. 8 



IV - Coordonnees cartesiennes dun vecteur 



1. Vecteurs unitai res 

Les vecteurs t, /etj fcl sont des vecteurs 
unitaires d'intensite egale a 1. 
t, jfet /cl sont les vecteurs de base du 
repere orthonorme (0, x, y, z)J 

Remarque : les vecteurs unitaires des 
axes x, y, zi sont parfois notes xj y| et z . 



2. Coordonnees dans le plan 

Dans le plan, le vecteur V*al pour 
coordonnees T7l et V*\ 



v=v x+ v v 
v=v x .T+v v .y 



Direction : tan0 = ^ 
Intensite : || V || = V = X /V x 2 +V? 
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1 

if 




1 7 y 
11711= IITII =W=1 


: ig.9 





Fig. 10 



Exemple 

Determinons le module et la direction du vecteur 
4 suivant x et 3 suivant y. 
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pour coordonnees cartesiennes 



1. Vecteurs 



F = 4 i +3; 

tan0 = § = J=O,75 

f1 a un angle 61 = 36,87°! par rapport a (0, x) 
intensite ou norme : 

||^|=F = V^T3 T = ^ 
Remarques 

F x = Fcos 0=5 cos 36,87 = 4] 
FJ = F sin 0=5 sin 36,87]= 3 



3. Coordonnees dans Fespace| 




Fig. 11 



F = F x . i + F v . j + F z . k 



Autre expression : 
F x = F. COS 0J 
F^F. cos 
F 2 = F. cos 0J 

Avec : 




Fig. 12 



cos 2 0 x + cos 2 0 v + cos 2 0 z = 1 



Si up est le vecteur unitaire de la direction de F (|| up || = 1) 



y -» -» -> 

u F = cos 0 x . i + cos 6 V . j + cos 6 Z . k 

r-F.g-F.,,,.r+ F«.,,.r+F.,...g 



Exemplel : Determinons le vecteur unitaire de la direc-l 
tion du vecteur F*= 3 7*+ 4^+1 5 £ , 



F = v / 3 2 + 4 2 + 5 2 =7,071 
coa0J = ^ ^p,424 d'ou 0J = 64,9°| 

cos 0= 7 ^ 7I = 0,566 d'ou 0 = 



COSI 



#j =-i%4 = °' 707 d '° u #j = 45 " 



}- 
/. . 

/ 

/ -- 



7TT 



z 



— 




Fig. 13 



Verification : cos*l 0J + cos 2 ! ■ , + cos 2 ! 0J = 0,424 2 + 0,5661 + 0,707 2 = l 

Le vecteur unitaire s'ecrit : u$ = 0,424 . T + 0,556 .f-i\ 0,707 . Jc 
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4. Addition de vedeadpordonneescartesiennes 

Soit n vecteurs % de < 



^ + 4 ^ t /fx . t + t F tV . J + 1 jjs . £ 

i-1 i-l i-1 (-1 



: 



S = SJ f + S v ) + S^ avec S x = Z/-x ; I = S ^ 

La somme S*desl n vecteurs ^] . . . , Tf est obtenue en ajoutant les coordonnees car- 
tesiennes de meme axe entre elles. 

Exemple : determinons la somme des trois vecteurs Fj F 2 etj F 3 proposes] 




Fig. 14 



?=^+^ + S = (-l + 3 + 4)t+(2 + 3+l)j=6T+6j1 
S x = 3; S„-6|; S = v / 6 2 + 6 2 = 8,d; 

?-|-|^et , = 45 oJ 



tan 



5. Formulcs utiles pour les additions de v 





A _ B _ C 




sin a sinb sine 


c = 


\/A 2 + B 2 -2AB.cosc 


B = 


VC 2 + A 2 -2CA.cosb 


A = 


\/B 2 + C 2 -2BC.cosa 











: Fig. 15 



V « Vecteurs positions 




Les vecteurs positions sont utilises pour reperer la position d'un point ou pour repre- 
senter un segment ou une distance. 
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1, vecteurs 



1. Position d'un point A dans I'espace 



X A = OAx\ 
OA { Y A = OAy 
Z A = OAz ) 



OA = X A . f+Y*.-? + Y A .k 



Remarque : dans un plan (x, y), 
£ = 0*donne = X A . T + Y A .J 



z l 


\ 


A 








k' 


HA s**^ i 
— 1 


0 


<^-* J - — ^ ► 




^ ! y 


Ay/' 









m is 



2. Representation d'un segment ou d'une distance AB 







\x B \ 


(?) 













Afi=A6 + 0§ = OEt-OA 

AB =(X B -X A )t+(Y e -y A )7+(Z B -Z A )fc 



IN II = J(XB-X A f + (Y B -Y A f + {Z B -Z A f 

Exemple 

obI 



oft I 0 



1* 



unite : metre 



AB =(6-0) t +(10-0) ] +(7- 10)k 

= 6? + 10? -3/c| 
\/& I = V6 2 +! 10 2 + = 12,04) metres 




Fig. 18 



VI - Produit scalaire de deux vecteurs 

1. Definiion 

Le produit scalaire du vecteur A par le vecteur B J note A*J B~1 > est egal au produit des 
modules des deux vecteurs multiplie par le cosinus de Tangle (0)| entre leurs directions 
respectives. 
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r*_ a d - nc a — ii a" ii 

ft . D = ft . D . COS (7 = || ft || . 


Id II . cos y= cj . ft 


y 


Si : A* = A . ]*+ A y . / + A z . t 






A.B^=A X .B X + A V .B 9 + A I .B I 





Fig. 19 

Remarques : le produit des deux vecteurs est un 
nombre ou un scalaire et pas un autre vecteur. 

3 A*etl Ifsontl perpendiculaires (0| = 9a') alors A~1 B* = A . B cos 90" = 0. 



2, Proprieties 

a\b*=b\ a~1_ 

A*.0+(?) = X.~g+A > .C' 

k(Al ■ B'j =(k£i ■ B*= A*. (fcB*]| =kA"1 B*{*| etant un scalaire) 
Remarques 



0 = arc cos 



Exemple : determinons le produit j 

S + =4i > +4/l 
B^47t-3j\ 

A'. B'=(4x7) - (4x3) =16 

Remarques 

A = ^4 2 + 4 2 = 5,66| 

B = V3 2 + 7 2 = 7,62j 
S =451* 23,21 =68,21 

A J bI =5,66x 7,62x COS 68,21 = 16 



des vecteurs A^etl proposes] 
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Fig. 20 



VII - Produit vectoriel dc deux vecteurs 

1, Definition 

Le produit vectoriel du vecteur A~l par le vecteur B*, note AaB*J est un vecteur cl per- 
pendiculaire au plan (A~l b| et tel que : 



AaB = C = A . Bsin 0 i£ 

• . . 



avec ||C*|| = A. B sin 0et || -| 1 



1. Vecteurs 




regie des trois doigts de la main droits 

Fig. 21 

Proprietes : cf(ou u^) est a la fois perpendiculaire a A*etl Eil 

(A~l B*J C*)| pris dans cet ordre forment un "triedre" direct (analogie avec les axes x, y, z) 

ou obelssent a la regie des trois doigts de la main droite (ou regie! du "tire-bouchon"). 

Le produit vectoriel n'est pas commutatif ; A~aI B*=l -Ba A~1 

Aa(B* + C*) = A*a B% A*a cl 

Ic^a! B > j=k AaI B* = AaI IcBI (k e*ant un scalaire). 

Remarque : si A~l et B* sont paralleles alors A*a B* = 0* . 



2. Calcul en coordonnees cartesiennes 

Si/T=A X .T + A V .J+A Z . k 

et ff = B x . Tet B y . J + B t . k] alors: 



A*AB'-(A y .B I -A f .B;r+(A 1 .B x -A x .B i )7+(A x .B y -A 1( .B x )? 





NOTIONS GENERAUS 



Principe de determination a partir des produits en croix 

'x = Ay Bz - Az By =| 



= c\ 



Cy = AzBx-AxBz = -\ 



Cz = Ax By - Ay Bx = 



-* 

i 


Ax 


Bx 


—> 

j 


Ay . . 

Az ^ 


By 


k 


Bz 


—* 

i 


Ax . 


Bx 


— » 




By 

•> 


■ . 




Bz 


r 


Ax v 


Bx 


— » 


Ay A 


By 



e ® 



I Ax Bx 
/;Ay By 
k Az Bz 



I 



Exemple 



g/| A = 4i+27! 
\i B = 371 + 571 



AaBI/ - 



2 
0 

43 
00 

43 
25 



= 2x0-5x0 = o 
= -(4x0-3x0) = 0| 



"aB = 14 k* 




Fig- 22 



-> — » — > 



3. Produits vcctoriels des vecteurs de base i , j et fc 



I a j ** k 


;* a k - i 


k a i = j 


-» -+ 

; a i = -fc 


-» -» -» 
fc A/ = -i 


-» -> — ► 

t: a fc - -i 


i a i - 0 




-»->-» 

/ca/c = 0 




Fig. 23 



4. Formule du double produit vectoriel| 
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FORCES ET 
VECTEURS-FORCES 



OBJECTIFS 

■ Definir la notion de force et de vecteurs-forces. 

■ Decrird les composantes et les coordonnees cartEsiennes 
d'une force 



I « Notion de force et de vecteur-force 

En mecanique, les forces sont utilisees pour model iser ou schematiser des charges 
concentrees et des resultantes d'actions mecaniques tres diverses (poids, attraction 
magnetique, etc.). 
Les forces sont represer 
vecteurs (voir chapitre preceder 
vectoriel. 



Un vecteur-force est defini par une intensite ou un module (en newton N ou unite d 
veedaN, kN, etc.), une direction,, un senset un point d'application (ou m point du 
support). 



Remarque : les forces sont aussi appelees glisseurs (voir chapitre torseurs). 



Exemple 1 




Fig. 1 



NOTIONS GENERA LES 



L'action de contact exercee par le cable (2) sur Id support (i) est schematises par le vec- 
teur-forceA^J de point d application A, de direction cells I du I cable, | d'intensitel 
1 000 daN, de sens A vers / (le cable tire sur le support). 



Exemple 2 




Fig. 2 



Au moment du tir, Taction de contact exercee par le pied du footballeur (2) sur le bal- 
lon (1) est schematises par le vecteur-force f^ u point duplication 71 incline de 40" par 
rapport a la verticale (y), d'intensite 15 N, de sens 71 vers Kl (vers I'interieur du ballon). 

Le poids du ballon est schematise par le vecteur-poids P^(resultante des actions de 
pesanteur sur le ballon), vertical (axe y), intensite 5 N, sens du haut vers le bas et de point 
duplication G, le centre de gravite du ballon. 



II • Composantes d'une force 



Und force F agissant| en un point A peut toujours etre remplacee par deux autres forces ou 
composantes (L? etj agissant au meme point et verifiant la condition F*J (7* J V*J 
C'est le cas inverse de la resultantd et il existe une infinite de solutions possibles en fonction 
des directions choisies au depart. 









V 




1 


% 




A 


— — - JJL 



\q7~5 

Remarque : lorsque (Jet V^sontl Oltho- 
gonales ou perpendiculaires, les compo- 
santes sont dites oithogonales. 
Par exemple, dans le cas de la figure 4 i 

D] et \?j sont des composantes oithogo- 
nales particulieres suivant les directions x 




'Fig. 4 



2. Forces et vecteurs-forces 



IH - Coordonnees cartesiennes d'une force 



On peut considerer les coordonnees cartesiennes FJ et FJ comme etant des composantes 




ngj 3 



Exemple : reprenons l'exemple 1 du paraqraphe 1 et determinons les coordonnees carte-i 
siennes de la force A, , 



A x = A 2/1 cos 30° = 1 0001 x 0,8661 = 866daN 
A v = - A 2/1 sin 30°| = - 1 000 x 0,5 = - 500 daM 

iVi = 866t-5007 
tan30 ° = £ = 8^= 0 ' 577 

: 5obt= i ooa 




Fig. 6 



Remarque : dans l'espace, la force F possedera trois coordonnees F x J F y J F, dans les 
directions (x, y, z). Meme principe que les vecteurs dans le cas generai, voir chapitre prece- 
dent. 



EXERCICES A RES0UDRE 



D Ecrire les coordonnees cartesiennes F x et FJ des forces F 
du module Fl et des angles a et |$] fl = 1 000 N dans les quatre cas. 



en fonction 




Fig. 7 



a = 30° 




«= 135" 




a = 80';/? = 



17 



Q L'echelle utilisee pour representer 
les forces est 1 mm nour 20 N. 
Determiner les modules des forces f[\ 
fl\ f] proposes. Ecrire ces modules en 
N.daNetkN. 

H 















































E 
E 






/ 


























5 mm x 



Fig. 8 



Q L'echelle utilisee pour representer 
les forces indiquees est 1 mm pour 40 
daN. Compte tenure cette^echelle, le 
trace des forces U\ f ] K] S* etl R est-il 
correct ? 




Fig. 9 



> ! ; « 10mm 



G a) Determine r les coordonnees TJ 
et TjJ de la tension T t de la barre (1). 

b) Determiner Tj et TJ si T3J = 100 daN. 

c) Determiner Tj si (T lx + T^ + T^ = 0). 

Reponse 

T»J = =< 141.4 daNi 

Tj = 200 daNi73j= 173.2 daN; 
rj= -314,61 daNJ 



31 gousset 



7, 200 daN 




Fig. 10 



u L'action exercee par la route 0 sur 
la roue motrice 1 est schematisee par la 
force F^. Si l'effort | normal /nQ sui- 
vant+ pou-leur 400 daNJ determi- 
ner T 0 /J * TqA (suivant tj sachant que 

'"o/l " ^0/1 + ^0/1 J 



<p = 50° 




Fig. 11 



Q Sachant que la composante T x de 
la tension T du cable en A est de 
90 daNJ determiner T v et T. 



TJ = 30 daN;T1=94,87|daNJ 




Rg. 12 



G a) Determine r lesl coordonnees earn 
tesiennes de F par rapport aux axes 
(x,y) et (x',y'). _^ 
b) Determiner les composantes de F 
suivant les directions x' et y. 

Reponse 

a) Fxl = 153 | Fy = 129 ; Fx' = 68.4| ; Fy' = 188 

b) Fx' = 177 avec Fy = 217 





MOMENTS 
ET COUPLES 



Objectifs 



I Definir le moment d'une force par rapport al un point et enon- 

cer le theoreme de Varignon. 
I Developper lal notion de vecteur-moment et de moment d'une 

force par rapport a un axe. 
Decrire et definir les notions de couple et de vecteur-couple. 



Les effets d'une force sur un solide dependent de la position de la force par rapport au 

corps. 

Pour la navette spatiale ci-dessous, au repos dans I'espace lointain, la pous 
moteurs schematiseej par la force fl engendre le mouvement de I'appareil. 
3 la force fl passe par le centre de gravite G de la navette le vaisseau est anir 
mouvement de translation rectiligne uniformement accelere de meme direction 

(fig. l-a). 

3 la force Fnd passe pas par G, le vaisseau est a la fois anime d'un mouvement de trans- 
lation et d'un mouvement de rotation. Ces mouvements sont fonction de I'inclinaison 
des moteurs ou de la distance d (fig. i-b). 



a) 



sens du mouvement 



translation 



rnlnMnn 

rotation 




Fig. 1 

Pour trad ui re avec precision les effets d'une force, comptetenu desa position, il 
necessaire de faire intervenir la notion de moments. 



Notions generales 



I - Moment scalaire d'une force par rapport a un point 

1. Definition 

Le moment de la force F*par| rapport au point A, note 
M A (Fj,| est egal au produit de F par le bras de levier d : 

i distance entre A et F) 




a) Convention del signe 

Si Fl fait tourner le solide autour de A dans le sens trigo- 
nometrique, le moment est dit positif (e'est le cas de la 
figurej 2). 

Si F est inversee, le moment devient negatif (e'est le cas 
de la navette autour du point G). 

b) Exemple 1 : Deterrninons || F 2 || de facon que 

Wil + M a(K) = 0 ( fi 9 3 ' 

M A (Fji = F l . dj = 240 x 0,1| = 24 Nm, 

M A (K)=-F 2 \dj=-0,12F 2 \ 
M A (F 1 )+M A (F 2 )=-0,12F 2 |+24 = 0 

et Fl = 200 N. 

Remarque : si B est le point d 'application] de F\ et si la 
longueur AB est connue, M,(P) peut etre calcule par : 




Fig. 2 





240 N 4 




-n — ^si* 








A I J 



M,(F) = F J AB . sin a\ 



en remarquant que : AB . sin a = d 
c) Exemplel 2 

Deterrninons le couple de serrage exerce par une cle 
plate! sur un ecrou en fonction de 1'inclinaison de 1' effort 
(B^j exerce par la main de l'operateur. 
Le couple de serrage est egal au moment 
en A de Taction B 3/2 ] 3 
MJ = M A (B^ = B 3/z !.AB.sina. 

a) Si AB est perpendiculaire al B 3/2 ] 
(a= 90°) : M A = B 3/2 \AB .sin 90" 





F 



















Fig. 4 



100 x 0,2 x 1 = 20 NmJ 
x sin 60" =17,3 Nm. 



b) Sia= 60" : 

m a1 = ioa x 

c) Si|a = 45" : 

M A2 | = 100 x 0,2| x sin 45" = 14.1J Nm. 

Remarque : plus la main est inclinee, plus 
le couple de serrage diminue. Les cles 
dynamometriques permettent de realiser 
des couples de serrage precis independam- 
ment de 1'inclinaison de bras. 



1 A 











on — 

- - 1 — t- - 


,1 


d=/lfi= 200mm 


1 

30_ 


10daN 




%2 

10daN 



Fig. 5 



3. Moments et couples 



2. Theoreme deVarignon] 




Fig. 6 



Le moment de la force F au point A est egal a la somme des moments de ses compo- 
santes U etl V par] rapport au meme point. 



M A (F1 = M A (U) + M A (V) 





Pour le cas de la figure 6 : Mjfj = M = - U.dj + V.dJ 

Exemple : determinons M A (F)| de la force PI 
proposee figure 7. 

F x = E cos 60" = 1 000 x 0,5| = 500 N, 
FJ = F sin 60" = 1 000 x 0,866 = 866 N, 
M A (F) = Mjjfl + M A (^ 

= - 500 x 0,U + 866 x 0,16| 

= 88,6| Nm = F . d. 

Remarquel : le calcul a partir des compo- 
santes est ici plus simple que 1' application 
directe a partir de F.d (determination de d 
plus difficile). 

Fig. 7 




II - Vecteur-moment 

En statique ou en dynamique dans l'espace, la notion de moment scalaire ou algebrique 
du paragraphe / ne suffit plus. Le moment d'une force doit etre decrit sous forme vec- 
torielle (vecteur-moment) et defini a partir d'un produit vectoriel. 



1. Definition 

Soit un point| 8 J quelconque, jiopartenant a la direction de la 
force F. Le moment en A de F estl defini par le vecteur ] 



M A {F) = AB a F 







INOTIONS GENERALES 



M ,(F) est unj vecteur a la fois perpen- 
diculaire a Fl et a AB. 



Remarquej : AB l Fe ° M -( F ) siwent la 
regie des trois doigts (fig. 9)J 
Le produit vectoriel n'est pas commu- 
tatif : 



AB a F = - F a AB 

■ 















J 

main droite 




' "rotation 


Fig. 8 



direction i au plan n 



= AB/\ F 




plan k contenant 
A&etF 




Fig. 9 



2. Vecteur-moment en coordonnees cartesiennes 

Posons AB*=I ?» r i F-tl r f-f] r z \t 
et F- F x .V+F v . f + F z . t| 

a partir du produit vectoriel defini au chapitre « Vecteurs i : 



MoFl = (r v F z - r 2 F v ) f + (r,F x - r x Fj f* (r x F y - r y F x ) fc 



Exemple : determinons le moment 
en A de la force F agissant sur la 
poutre encastree de la figure 10. 

AEy 0,5! 14 0,3| f\ 
F = F sin 30 1*- F cos 30 J*| 
= 500f- 866/1 



AB a F = 



f 0.5l 




f 500\ / 


oil 


-0,3 


A 


-866 = 


0 


\ 0 J 






,-283] 



M^Fl = - 283 k 
M,(F) = - 283 Nm. 




Fig. 10 



Remarque 

A£?a f*y (0,5| M 0,3 f ) A (500 T-| 8667) 

= 0,5| TA 500 T- 0,3 f a] 500 M 0,5| TaI 866 J + 0,3| J* a| 866 jl 
= 6"+ 0,3 x 500 jc - 0,5 x 866 jc + 0* = - 283 /c 



Ill - Moment d'unc force par rapport a un axe 



Definition : le moment de la force F*par| 
rapport a un axe li est egal au produit sca- 
laire de ul par le vecteur moment M A (F) dans 
lequel A est un point quelconque apparte- 
nant au support de iJ J 




Remarque] 

M U (F] est la projection de M A (F)| sur u. 
ul est un vecteur unitaire de la direction (u). 

Fig. 11 

Exemple : determinons le moment de la force F par rapport a l'axe u de I'arbre. 




Donnees 



F^Fr.i + F^T+Fr.k 

F^2 000 f+ 4 000 7- 1 000 k (N)| 

OA 4 50 £ '(mm) 



M 0 (F) = OA a F = 







f 2 000\ 




A 


4 000 


{50} 




^-1000/ 


i + 


OA 







7i 

"T 








■ ~ - ^ 












^ 








y 
























0 



M U (F) - u . 

^ =rj(-o^F v .r4|o^F x .7i 

M U (F]| =- OA . F v = - 200 Nm 

en remarquant que ul est parallele a il 

MJJr\ correspond au couple engendre sur I'arbre par Taction ?Seule la composante FJ 
est a Torigine de ce couple, F x et FJ n'intervenant pas. 



IV ■ Notion de couple et de vecteur-couple 

1. Definition 



Le moment engendre par deux forces egales et opposees 
ayant des lignes d' action differentes (non colineaires) 
constitue un couple (M)J 

L'intensite F.of du couple est independante du point 0 choi- 
si ou de la valeur de a. Elle ne depend que de la distance ci| 
entre les deux forces et de l'intensite pj 



M = M 0 (Fj + M 0 (-F] = F(a+d) - F^ 
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Notions generales 



2. Vecteur-couold 



Soit A et B deux points quelconques 
des supports de (Fl et (-F)J 



M = ABaF 

I 

Ml est perpend icu I aire au plan forme 
par Fet -F* 

Remarques 

||M1I = AB . F . sin 0 = F . d 
M = JV^F) + M 0 (-F) | ^ 
= 0BaF+O4a(-F)| 



1 



i 




Fig. 14 



3. Signes 




Fig. 15 

Un couple positif amene une rotation dans le sens trigonometrique. 



4. Propriety 




J des plans pfen 



La valeur d'un couple ne change pas si on deplace F e 

(fig. 16-a et 16-b). 

La valeur d'un couple ne change pas si on tourneen bloc F et -F distantes ded dans 
des plans parallel es (figj 14-d et 14-d). 

Lai valeur d'un couple reste la meme si on deplace F*etl -F*lel long de leur support 

(fig. 16-b et 16«). 

La valeur d'un couple reste identique si on modifie dans des proportions inverses les 
valeurs de F et d : Ml = F,dJ = FgdJ (fig. 17). 
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3. Moments et couples 



10 N 




Fig. 17 

M = 50 Nm = 50 x 1 = 25 x 2 = 10 x 5 

5J Exemple 

Une del a bougie) se compose d'un corps et d'une tige de manoeuvre coulissante et 
reglable. ffet — F schematisentl les actions exercees par] les mains de l'operateurj 
Si fl = 100 N, determinons le couple de desserrage (M) exerce par la cle sur l'ecrou en 
E, pour les positions indiquees. 




Fig. 18 

a) Sous forme algebrique ou scalaire 

Pour les quatre| positions : 

M = M E (F| + m £ (-f1 = M 0 (F| + m 0 (-f! 

= FxOB + FxOA = FAB = 0,4 F = 40 Nm| 

Pour la position 1 : M = 0,2 fl + 0,2 F = 0,4 FJ 
Pour la position 2 : M = 0,3 fl + 0,1| fl = 0,4| F. 
Pour la position 3:M=0,15|fl + 0,25| F = 0,4 F. 
Pour la position 4 : M = 0 + 0,4| fl = 0,4 F. 

b) l Sous forme vectorielle 

M = M F (F'| + Mc(-F')| = EB a F*+ ~EA a (-f| 
= (EO 4- OB) a F +JFO + OaIa 
= FO^a r+ OB a F + FO*a (-Fl + OA a (-F j 
= OB a F^+l OA a (-Fl = (OB - OAi a Fl 
= ABaF*= AB.TaF.J1 
= AB .F. fc = 40 MNmj 



V • Moment resultant de plusieurs forces 



Le moment resultant (M^Jj en un point A de n forces F x , F 2 , . . , F^est egal a ti somme 



des moments en A de chacune des forces. 



M A = + M A (F 2 ) + ... + 



Si les forces appartiennent toutes a un meme plan (sont coplanaires), le moment peut 
etre ecrit sous forme algebrique : 

MJ=M a (^)+M a (f3+...+ M A {F n i 



Exemple : balance romaine 




Fig. 19 



Une balance romaine se compose d'un balancier 2 articule en 0 (pivot) sur un crochet 1 
lie a un support fixe et d'une masse d'equilibrage mobile 3 (a variable) de poids 
q = 5 daN. La masse a peser, poids P, est suspendue en 0 par l'intermediaire d'un cro- 
chet 4. Si a = 70 cm, determinons la valeur de P. 

Resolution 3 lorsqu'il y a equilibrage des deux masses, Id moment resultant en 0 des 
poids Petl cfest| nul. 

M 0 = M o (P) + M o g=Px0,l-qx 0,7 - 
d'ouP, = 7d= 7x5 = 55daNJ 



EXERCICES A RESOUDRE 







□ La force ^schematise! Faction exer- 
cee par la chaussure sur le ballon au 
moment du tir. 

a) Calculer le! moment en G de la 
force "F! ; 

b) Quel est Id mouvement pris par Id 
ballon ? 



-Rdponse 



■Hrotation ("till 




Fig. 20 



□ La force F*schematisei Taction de 
serrage exercee par I'operateur. 
Calculer le moment en B ("couple'] de 
serrage sur I'ecrou) de la force F. 



250 mm 




Fig. 21 



D Lai force R schematise! la resultantd 
des forces de pression dues au vent. 
Calculer I d moment en A de r\ A etant 
lal zone fragile du panneau indicateur. 



M A $ =- 1 80 Nm ; M A (R) =j - 180£(Nm)J 




Fig. 22 



D La! zone fragile de la vis est situee 
en A, au debut de la partie encastree. 
Calculer le moment en A de la force fl 
agissant sur I'anneau. 



M„(F) - - 9 Nm ; Mjfi = - 9 /c*(Nm). 




Fig. 23 



B Determiner le moment en 0 de la 
force Fl agissant sur le point 0 de la 
potence. , 2m ^ 

TIP \Jw° 



Fig. 24 



F 
600 N 



Calculer le moment en 0 de la 



force Fl agissant au point B. 

MJP) 4 3 400 Nm ; MjB = 3400 fc*(Nm)J 
3 m 



Fig. 25 




1 414 o.6m 



□ a ) Calcule r Id moment en 0 de la 
force F*de 2 kN appliqued. au poi nt A . 
b) M erne question en C et en DJ 

.. Reponse 

M B = - 832 Nm ; M D = 0 ; M c = 332.8 Nm. 





, 
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Fig. 26 



Notions gen£rales 



D a)_Calculer| le moment en C del la 

force T'et le moment en d de la force 
si 

b) Deduire le moment resultant en C 
des deux forces. 




Fig. 27 



CI a) Determine r le moment resultani 
erij 0 (M 0 ) exerce par le couple de forces ; 
F*et-FJ 

b) Calculer le moment en A, Bl et C. 

c) Quelle doit etre ja valeur] de 71 pour que : 
le couple T et (-T*)| puisse equilibrer le 
couple precedent ? 

Reponse| 

M» " - M B - M t - - 500 Nm ; T = 400 N | 





t 


0.5 




- M 


















1m 


\ 


- 13 T 500 N 

2,6 m 



-Fl 



Fig. 28 



D Les forces F*etl T] appliquees en / 
et JJ schematisent les actions exercees 
par d'autres roues dentees.9 Calculer 
le moment en 0 de la force F. b) Al par- 
tir de nuelle l valeur la force T equilibre-l 
t-elle le couple moteur engendre par F A 



F-15000N 




ID Le rayon R d'enroulement de lal 
courroie sur la poulie est de 100 mm, 7T 
et t schematisent! les efforts de tension. 
Calculer le moment resultant en A des 
forces, en deduire le couple disponible 
sur l'arbre de transmission. 

Riponse 



- 80 Nm = couple disponible 




40 daN 



Fig. 30 



Le couple transmis par l'arbre 
moteur au foret aleseur est C = 40 Nm. 
En deduire les efforts de coupe f exer-l 
cesl sur les trois levres du foret. 

^40 Nm 




\ \ 



Fig. 31 



D Le couple moteur C transmis par 
l'arbre moteur est de 200 Nm. 
En deduire les efforts F^excrcesl sur le 
croisillon du cardan. 




Fig. 32 
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NOTION 
DE RESULTANTE 



OBJECTIFS 

■ Definir la notion de resultante et indiquer son role fondamental. 

■ Donner les methodes permettant de determiner la resultante 
d'un systeme de plusieurs forces connues. 

■ Donner le principe de reduction d'un ensemble de forces a un 
systeme [force + couple). 



Les resultants ont un rolel fondamental en mecanique et sont indispensables aux reso- 
lutions graphiques. Elles ne sont ni des forces de contact, ni des forces a distance (poids), 
mais des forces calculees a partir d'autres, connues. 



I • Definitions et proprietes 



1, Definitions 



On appelle resultante d'un systeme de forces F v F 2 , F„ la force R telle que : 

a) R est egale a la somme vectorielle des n forces considerees. 

R = r l+ r 2 + ... + r n <d 

b) Le moment resultant en n'importe quel point / des n forces est egal au moment en 
/ de la resultante R. 



M,(/?) = M,(F,) + M,(F 2 ) + ... + M,(K) 



(2) 



Remarques 

. Tous les systemes de forces ne sont pas reductibles a une resultante unique. 
Cependant, tout systeme de forces peut-etre reduit a un ensemble (force + couple) (voir 
paragraphe V) ■ 

. Dans I'espace, I'equation (2) est remplacee par une equation vectorielle 



Notions UENEeales 



2. Proprietes 



La droitc servant do support ou de ligne d'action a la resultante est unique et la posi- 
tion du point d'application sur cette droite est sans importance (vecteur glissant). 



La resultante est dite equivalente aux n forces considerees et peut les remplacer dans 
n'importe quel probleme sans en modifier les resultats. 

II • Resultante de forces concourantes 

1. Resultante de deux forces concourantes 



La resultante de deux forces concourantes passe par le point de concours.de celles- 
ci. Son intensite et sa direction peuvent etre obtenues par la regie du parallelogram- 
me (fig. 1-a) ou par un triangle de construction (fig. 1-b). 



Exemple : determinons la resultante des actions F 1 et F 2 indiquees fig. 1. 




a) determination par la regie du parallelogramme b) determination par le triangle des forces 

Fig. 1 



Remarque 1 : si les forces F 1 et F 2 ont des points d'application differents (fig. 2), il est 
possible de les translater le long de leur ligne d'action jusqu'au point de concours J puis 
de les additionner suivant la regie du parallelogramme ou du triangle. 




Fig. 2 
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4. Notion de resultante 



Remarque 2 : R represente Taction conjuguee des deux cables et a meme effet phy- 
sique que ceux-ci sur le support. Autrement dit, les deux cables (tension Fj et F 2 ) pour- 
raient etre remplaces par un cable unique tirant dans la direction (J, R^. 

Remarque 3 ; R^verifie la relation (2) de la definition du paragraphe I. Si / est le point 
de concours des deux forces, alors M/Fj) = 0 et M ; (F 2 ) = 0 (les bras de levier sont nuls). 
II en resulte que Mj(R) = 0. Comme R est different de 0, fine peut que passer par /. 



2. Resultante de plusieurs forces concourantes au meme point 

Soit un systerhe de n forces F v F 2 , F 3 , F n concourantes en un meme point /. La 
resultante R^des n forces passe aussi par J et est egale a la somme vectorielle des n 
forces : W= F~l + F^+F^+ ... + F* .. . 



Remarque : ce cas generalise celui du paragraphe precedent, graphiquement l'intensi- 
te et la direction de R peuvent etre obtenues par un polygone des forces (voir fig. 3). 



Exemple : pour la vis proposee figure 3, determinons la resultante ou l'effet combine 
des quatre tensions de cables 7\, T 2 , T 3 et T 4 . 




Fig. 3 



Par le calcul : R = T 1 + T 2 + T 3 + T 4 donne en projection sur les axes x et y : 

R x = Tlx + T 2x + T 3x + T 4x 

= 0 + 40 + 60 cos 45" + 50 cos 105" = 69,49 N 

fty = Ti v + T 2v + T 3i/ + 7 4y 

= 40 + 0 -60 sin 45" - 50 sin 105" = - 50,72 N 



= R = v^Rl = v/69,49 2 + 50,72 2 "= 86N 

tan0= l = -Hi = " o ' 73et d =~^ l ° 
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Notions g EnErales 



III • Resultants d'un systeme 
de forces planes quelconques 

La methode decrite s' utilise dans le cas des resolutions graphiques. La methode du dyna- 
mique et du funiculaire est egalement utilisable (voir chapitre "statique plane") ainsi que 
les methodes calculees en utilisant la definition du paragraphe 1. 

Principe : si les forces connues ne sont plus toutes concourantes au meme point, il est 
necessaire de determiner graphiquement la ligne d' action de la resultante par approches 
successives, en combinant les forces deux a deux. 

Exemple : determinons la resultante des actions F l5 F 2 et F 3 exercees par trois remor- 
queurs pour manceuvrer un petrolier (fig. 4-a). 




Ri, resultante de F 1 et F 2 passe par / (fig. 4-c) ; R resultante de R^ et F^, mais aussi de 
F l5 F 2 et F 3 , passe par J, point de concours de avec f^. Le petrolier se comporte 
comme si un seul remorqueur poussait dans la direction QJ avec une poussee de 600 kN 
(fig. 4-e). 

IV • Resultante d'un systeme 
de forces paralleles 

Ce cas particulier peut se resoudre par calcul a partir de la definition du paragraphe 1 
ou graphiquement (plusieurs methodes possibles : dynamique + funiculaire, en se rame- 
nant a des forces concourantes, etc.). 
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4. Notion de resultante 



Exemple 1 : determinons la resultante des forces F 1 et F 2 en se ramenant a des forces 
concourantes. 




Fig. 5 

R[ = f?+ F*et F? 2 = F* 2 - F*; R~\ + % = F? + F + F*= + K = ^resultante de 
Fj et F 2 est aussi resultante de F^ et R 2 et, de ce fait, passe obligatoirement par K, point 
de concours de R 1 et R 2 . 

F et -F ont pour ligne d'action commune IJ (n'importe quelle autre droite peut convenir). 
Exemple 2 : determinons par le calcul la resultante de F v F 2 et F 3 (fig. 6). 

a) r*=f7+ f7+f7 

En projection sur y parallele aux forces : 
R = Fj + F 2 + F 3 = 50 + 220 + 110 = 380 kN 

b) M,(7?) = M,(F7) + M,(Fj + m 7 (fJ 
Rd R = F x x 9 + 0 + F 3 x 2 
380 d R = 9 x 110 + 2 x 220 = 1 430 
d R = 3,76 m 

Fig. 6 

V - Reduction d'un systeme de forces 
a un ensemble (force + couple) 

II n'est pas toujours possible de redui- 
re un systeme de forces a une resul- 
tante R unique. En revanche, en un 
point J quelconque, n'importe quel sys- 
teme de forces peut-etre reduit a une 
force S et a un couple M, obeissant 
aux equations (1) et (2). 




t K 4S 




\ 1 






^ — - 






\Mj J 







Fig. 7 



S = F 1 + F 2 + .,, + F n (1) M, =M,(F 1 ) + . . . + M,(FJ (2) 



Remarque : dans certains cas, le systeme de forces peut se reduire a un couple unique 
(M, * 0 et S*=8). 
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Notions g EnErales 



Exemple : une poutre encastree en un point 0 dans un mur supporte trois charges 
concentrees, schematises par les forces F v F 2 et F 3 . 

a) Determinons un ensemble (force + couple) equivalent aux trois forces en 0. 

b) Existe-t-il, dans ce cas, une resultante unique R equivalents aux trois forces ? 

Resolution 



Fig. 8 



0 



1000 N 



2 000N 



3 m 



2m 



F 2 4000N 
3 m 



S 1000 N 
M 0 1 000 Nm 



f 



S=R 



cas d'une resultante unique 



a) S = F l + F 2 + F 3 

En projection sur la verticale y : 
S = - F 1 + F 2 - F 3 = 1 000 N 
M^Mod^+MoiF^+MoiFl) 

M 0 = (- 1 000 x 3) + (4 000x5) - (2 000 x 8) = 1000 Nm 

b) Supposons qu'il existe une resultante unique telle que OA = d. 
MM = M A (Fl) + M A <f% + M A (r 3 ) = 0 

-1000 (3-d) + 4 000 (5 - d) - 2 000(8-d)= 0 

On obtient d = 1. La resultante existe. 
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4. Notion de resultante 



EXERCICES A RESOUDRE 



G Determiner la resultante ff de Tl et 
7 2 agissant sur le palier en A. 

Reponse. 

R x = 23.7 : R y = 58,3 daN ; a, = 67,9°. 




Fig. 9 



Q Le palier a roulement propose est 
soumis aux actions A*et b! 

a) Calculer les composantes horizon- 
tale (x) et vertical e (y) des forces A*et B? 

b) En deduire la resultante des deux 
forces. 



bati 1 

1 

palier | 

1 
1 

\ 
>. 




3 


"1 
t 

1/ 




jf A 

/ 35 kN 

\ 40° 

4 * 


_k 


i op 

i 




/20° 

B 
25 kN 



Fig. 10 



II La tension du cable AB est 
Tj =18,5 kN, celle du cable AC est 
T 2 =13kNaveca=45". 

a) Determiner la resultante ftcle T[ et %. 

b) Pour quelle valeur de a, % est-elle 
minimale si ^conserve la meme valeur ? 

Reponse 

a=60" H Tj H 21,7kI^T 2 =12,5kN. 




j;V^. remorque ur 2 
Fig. 11 



D Pour les trois cas proposes, d&ermi- 
ner la resultante des trois forces F*, Tet s! 



a) 






750 


daN 






f 


\ 6 


}° 




f 












50 daN 








S 




6 


3° 










iO 


daN 



b) 




f 56 


daN 






y 5 ° 












s e 


OdaN 














T e 


OdaN 









c) 






' f 


40 da 
















45 










5° 




60 dal> 


1 6( 


S \ 
)daN 















Fig. 12 



Q f^, f^, et schemati sent I es 
actions exercees par les cables sur la 
rite de la vis . Determiner la resultante 
des quatre forces. 




Fig. 13 
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Notions gEnErales 



Q Les trois barres ci-dessous_sont 
soudees sur le meme gousset. F v F 2 et 
Fl schematisent les actions de tension 
ou de compression dans les barres. 
Determiner ~F~l et F~l sachant que la 
resultante des trois forces est nulle 




Fig. 14 



Q Les forces T[, F^ et F^ schematisent 
les actions exercees par d'autres roues 
dentees. Determiner la resultante des 
trois forces. Quelle est la particularite ? 
Calculer le moment resultant en 0 des 
trois forces. 

Reponse 

R = 0 ; M 0 = 5 074 ito. 



rayon = 90 mm 




20 kN 



Fig. 15 



Q F~l, % et ~F~l schematisent les forces 
exercees sur la structure en trei 1 1 is. 
Determiner la resultante des trois 
forces. 



45 XT ^ 2500 daN 


^ 2000 daN 


{ 










K 

1 500 daN 

■ 




3 


3 


3 


3 " 



Fig. 16 



Q Les actions R[, R* 2 et R* 3 schemati- 
sent les actions exercees par les remor- 
queurs. Determiner la resultante des 
trois forces. 



75 m 





4% f 

J 700 kN \ 










J / J 



60 m 



105° 




Fig. 17 



Q La force Fschematise la resultante 
des actions exercees par le moyeu sur 
la bagueexterieuredu roulement. f\, 
F* 2 , F 3 et F 4 schematisent les forces de 
compression dans les billes. Determiner 



le module des quatre forces sachant que 
Fen est aussi la resultante. 

Reponse 



F, = 49,86 daN ; F 2 = 99,73 daN 
billes 




Fig. 18 



Q F\ (150 kN) schematise le poids de 
la partie camion, (90 kN) le poids du 
corps de la grue et F^ (70 kN) le poids 
de la fleche telescopique. Determiner la 
resultante des trois forces. 

Riponse 



R = 310 dR =1,94 m 




,1,5m 
1 f- 



4 m 



Fig. 19 
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STATIQUE PLANE 



0 BJ ECTIFS 

■ Enoncer le principe fondamental de la statique, le principe des 
actions mutuelles et le principe de transmissibilite des forces. 

■ Proposer une methode de resolution des problemes de statique. 

■ Developper la notion fondamentale d'isolement d'un solide. 

■ Indiquer les principaux cas d'equilibre et les equations corres- 
pondantes. 

■ Fournir une schematisation et une representation des actions 
mecaniques. 

■ Indiquer les principales methodes de resolution graphique. 

■ Definir la notion de probleme hyperstatique. 



En mecanique, la statique a pour objectif l'etude de l'equitibre des corps. On peut la 
considerer comme une composante particuliere de la dynamique ; cependant sur un plan 
historique ses principes ont ete decouverts les premiers. 

Le cours propose se divise en trois parties complementaires : la statique plane (com- 
prenant ce chapitre et les chapitres « treillis » et « frottements »), la statique dans l'espa- 
ce et la statique par les torseurs d' actions mecaniques. 

En statique plane, les actions et les forces etudiees appartiennent toutes a un meme plan 
(« forces coplanaires »). D'emploi universel, celle-ci est particulierement bien adaptee a 
la resolution des problemes faisant intervenir des systemes articules avec barres, verins 
et composants divers, ainsi que pour des structures de type treillis. 
Si les actions ou les forces ont des directions quelconques dans l'espace, se reporter au 
chapitre « statique dans l'espace ». 

S'il est necessaire de faire une etude detaillee des actions exercees sur les liaisons entre 
solides, se reporter au chapitre « statique par les torseurs », plus specialise en ce 
domaine. 

Remarque : pour ce chapitre, sauf si une extreme precision est exigee, il ne faut pas 
hesiter a utiliser des methodes graphiques pour la resolution des exercices. Ces solutions 
sont en general plus rapides et plus faciles a mettre en ceuvre. Plus visuelles, elles per- 
mettent aussi de detecter plus rapidement les erreurs eventuelles. 
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StatiQue 

I • Principe fondamental de la statique 

1. Enonce du principe : cas des forces coplanaires 



Un solide indeformable en equilibre sous Taction de n forces exterieures (F v F 2 , . . . , 
F n ) reste en equilibre si : 

1) la somme vectorielle S de toutes les forces exterieures est nulle 







2) le moment resultant M, en n'importe quel point / de toutes les forces 
exterieures est nul 


M l = MjF l ) + MjF 2 )+ ... + M{FJ = 0 (2) 







Remarques 

. Pour ce chapitre, la notion de moment scalaire ou algebrique est suffisante pour les 
resolutions. Dans l'espace, il sera necessaire d'utiliser la notion de vecteur-moment. 
• L' enonce precedent est egalement verifie pour des solides dont le mouvement est 
effectue sans acceleration, cas des solides en mouvement de translation rectiligne uni- 
forme. 

. Dans le cas d'un ressort, le principe fondamental n'est pas applicable. En effet, le res- 
sort est un corps deformable et sa deformation accumule de l'energie potentielle. II fau- 
dra, pour les resolutions, tenir compte des forces interieures au ressort. 



2. Principe des actions mutuelles 



Pour deux solides 0 et 1 en 
contact, Taction exercee par le 
solide 0 sur le solide 1 est egale 
et opposee a Taction exeiree 
1 sur k solide 0. 




Fig. 1 




Aon = " ^1/0 



mrmmwmmm 



t1/0 



II • Principe de transmissibilite des forces 
en statique 

L'equilibre, ou le mouvement d'un solide, reste inchange si une force F agissant en 

un point I 'est remplacee par une force F de memc intensite, de mfiwie ''direction et 
de meme sens, agissant en un point M appartenant a la ligne d'action (ou support) 
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5. Statique plane 

Autrement dit, l'effet d'une force sur un solide depend uniquement de l'intensite, de la 
ligne d' action et du sens de la force. Le point d' application sur la ligne d' action ne joue 
aucun role et n'a aucune influence en statique sur l'equilibre des solides, leur mouvement 
eventuel a vitesse constante et sur les resultats numeriques obtenus. 




Fig. 2 



Remarque : le principe de transmissibilite n'est pas applicable a la resistance des mate- 
riaux dans la mesure oil le deplacement des forces peut transformer la nature des efforts 
interieurs (fig. 3). 







equivalence 
— *► <=> 
f, statique 

4 






^ K J 


— s g)- 






barre tendue 






T barre comprimee 











Fig. 3 



Exemple : voici une barre tendue sous Taction de deux forces Fj et F 2 appliquees en A 
et B. Si on applique le principe de transmissibilite en translatant 7^ en B et ~P 2 en A, 
l'equilibre statique est inchange : F 2 = -F x dans les deux cas. Par contre, la barre initia- 
lement tendue devient comprimee, ce qui modifie la sollicitation et les criteres de resis- 
tance a adopter pour des calculs eventuels. 

Ill - M ethode de resolution 
des problemes de statique 

La methode generale proposee par rorganigramme figure 4 est applicable a tous les 
problemes de statique, qu'ils soient dans le plan, dans l'espace, avec ou sans torseurs. 
Une des etapes essentielles concerne l'isolement du solide decrite en detail au para- 
graphe suivant. 

La methode est generalisable aux ensembles de solide, compte tenu des conditions indi- 
quees au paragraphe V. 
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objectif du probleme : determiner completement les 
actions mecaniques exercees sur un solide 
appartenant a un mecanisme donne 



extraire le solide du mecanisme ; dessiner le 
solide seul dans la meme position geometrique 



reperer toutes les zones de contact entre 

le solide et les autres solides du mecanisme 



CChorOftticor i*C ACtionc mpronifjiiQC rnrracpnnH^nt j 

aux zones de contact precedentes. leur donner un nom 



comptabiliser les actions de contact, ajouter les actions a 
distance ( poids. aimantation,...), puis faire le bilan de toutes 
les actions agissant sur le solide ( bilan des inconnues ) 



determiner d autres 
elements ( en isolant 
d autres solides et en 
faisant intervenir le 
principe des 



K resultats : le probleme est termine 
lorsque toutes les actions agissant 
sur le solide sont completement connue 



isolement 
du 
solide 



ou 



etapes 
pour isoler 
le solide 




resoudre 
graphiquement 
ou analytiquement 
(par calcul) ; 
choisir la methode 



Fig. 4 



Remarque : avant d'envisager une resolution, il faut au prealable verifier que I'etude a 
un sens. Par exemple : le solide etudie est-il au depart dans une position d'equilibre ? 



Exemple 1 

La planche du plongeoir n'est 
pas en equilibre et tourne autour 
de I'arti culation A. Le principe 
ne peut pas etre applique I cet 
exemple. 




Fig. 5 



Exemplej 2 

La paire de ciseaux 1+2 n'est 
pas en equilibre et se ferme sous 
Taction des forces F*e& -Fl Le 
principe fond amental n'est pas 
applicable alors que, paradoxale- 
ment, les equations (1) et (2) de 
I'enoncedu paragraphe l-l sont 
verifies dans ce cas. 




Fig. 6 



5, Statique plane 



IV •Isolementd'un solide. 



Universellement utilisee, la notion d'isolement d'un solide est fondamentale dans l'ana- 
lyse et la resolution des problemes de mecanique. C'est la premiere etape de toute reso- 
lution en statique ou en dynamique. 

Le solide isole peut etre un croquis a main levee, un dessin simplifie ou un dessin precis 
a l'echelle du solide etudie, destine a decrire et a definir toutes les actions ou efforts qui 
s'y exercent : poids, actions de contact... Tous les elements connus concernant les 
actions exterieures agissant sur le solide isole doivent etre clairement indiques : direction, 
intensite, sens, point d' application mais aussi les distances entre les actions et les axes 
(0, x, y) eventuellement choisis pour des calculs. 

Exemple : reprenons le plongeoir du paragraphe precedent, normalement constitue 
avec un appui supplementary en B. Afin de simplifie; le reperage et la designation des 
efforts, le nageur est repere par (2), la planche par (1) et les appuis fies (bords, poteaux 
divers, etc.) par (0). A est une articulation (pivot) et B un appui simple. 



planche (1) 




nageur (2) 



solide isole 
nageur (2) 



0? 




solide isole : 
planche 1 



2m 



flon (module inconnu) 
Si 



0,5 m 



(100 daN) 



2,5 m 



ZD 

^2/1 




Fie. 7 



La planche (1) supporte quatre actions en A, B, C et G t (centre de gravite) schematisees 

par les vecteurs forces A,/;, B 0 / h C 2/1 et P 1 (poids de la planche). 

Le nageur (2) est soumis a deux actions, son poids P 2 en G 2 et C 1/2 en C, 

D'apres le principe des actions mutuelles : C 1/2 = - C 2/1 . 

Remarque : la schematisation des actions de contact (cas des liaisons en A, B et C) est 
abordee au paragraphe VII. Afin de simplifier 1' analyse et comptabiliser les elements 
connus ou inconnus, il peut etre interessant d'utiliser un tableau recapitulatif par solide. 

Exemple de tableau pour la planche (1) 

La premiere colonne (F^) comptabilise toutes 
les actions exterieures agissant sur le solide. 
La deuxieme colonne (PS) indique le point 
d' application ou, a defaut, un point de la ligne 
d' action. 

La troisieme colonne (D) et la quatrieme pre- 
cisent la direction et 1' intensite de Taction. 



Solide isole : planche 1 


F * 

1 ext 


PS 


D 


/ (daN) 


\n 


A 


? 


? 




B 


verticale 


? 




G> 


verticale 


100 daM-1 




C 


verticale 
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Statiqoe 



Remarque : chaque case du tableau represente une inconnue possible. Avec des forces 
concourantes, la resolution ne sera possible qu'avec trois inconnues au plus. Si les forces 
sont paralleles, il faudra au plus deux inconnues pour aboutir au resultat. 



V • Cas des ensembles de solides 

Dans le cas des ensembles de solides, les actions mutuelles exercees entre les solides de 
l'ensemble deviennent des efforts interieurs et ne doivent pas etre comptabilisees dans 
le nombre des actions exterieures. Le principe fondamental s'applique de la meme 
maniere. 

Exemple : isolons l'ensemble planche + nageur de l'exemple du paragraphe precedent. 
L'ensemble 1 + 2 supporte 4 actions 



1/2 et C 2 /l 



exteneures 

w - yj/ i ' * 

Les actions mutuelles C 
deviennent des efforts interieurs et ne 
sont pas prises en compte dans le bilan 
des actions exterieures et dans l'appli- 
cation du principe fondamental. 







s u 


c 



Fig. 8 



f 

VI - Equations d'cquilibre - Principaux cas 

Apres isolement du solide et realisation du bilan des inconnues, 1' application du princi- 
pe fondamental conduit a des resolutions que Ton peut regrouper par famille. 



1. Solide soumis a Taction de deux forces 

Les deux forces ont meme support ou meme ligne d' action, meme intensite, mais sont 
de sens opposes. 



Un solide soumis a Taction de deux forces reste en equilibre si les deux forces sont 
egales et opposees. 



Exemples : l'equilibre du nageur du paragraphe IV donne C 1/2 = - P 2 > direction com- 
mune, la verticale passant par G,. Les cas (a) et (b) de la figure 9 montrent des cas d'equi- 
libre sous Taction de deux forces. Dans le cas (c), l'equation de moment n'est pas veri- 
fiee et il n'y a pas equilibre (le solide tourne dans le sens trigonometrique). 





c) solide non en equilibre 



F + (-Fj = 0 
Mi(F) + M A (-F) = 0 



-T 

r+(-f)="o 

M l (f) + Mi(-T) = 0 




fp+(-P) = 0 (verifie) 
\M M (P) + M M (-~P) = P-d 



Fig. 9 
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5. Statique plane 

2, Solide soumis a Taction de trois forces concourantes 



Un solide soumis a Taction de trois forces reste en equilibre si les trois forces sont 
concourantes au meme point et si la somme vectorielle des trois forces est nulle. 




M,(^) + M,(%) + Mi(%) =0 + 0 + 0 = 0 



Fig. 10 



3. cas general 

a) F^+f^m + F^= (T = X ff donne deux equations 
scalaires de projection sur les axes x et y. 

lFpc = F 1 x + F 2 x+ . . . +F n x = 0 (1) 
I F iV = F lV + F 2 y + . . . + F n y = 0 (2) 

b) L' equation de moment en n'importe quel point / four- 
nit une troisieme equation scalaire : 

SM/F) = Mffl + M^) +.. . + Mjft) = 0 (3) 




Fig. 11 



Remarque : les coordonnees cartesiennes Fpc et F,y de F, represented chacune une 
inconnue. Les equations disponibles permettront de determiner au plus trois inconnues 
(pour trois equations a trois inconnues). 

Equations alternatives : afin de simplifier les solutions calculees, il peut etre avanta- 
geux d'utiliser deux equations de moment avec une seule equation de projection ou 
encore trois equations de moment a la place des equations initiales (voir tableau). 
L'emploi des equations de moment limite ou supprime les difficultes de projection sur 
des axes orthonormes. 



Equations d'equilibre possibles 


Cas general 


Equations alternatives possibles 






xA 


\l.Fiy=Q 

[zM/(/y) = 0 


A ^ 




ZM A =0 
1M B =Q 

AB non perpendiculaire a (u) 


1M B (^) = 0 
IM c (7j)»0 
AB etc non alignes 



Fig. 12 
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STATIQUE 



Principaux cas 
j'equilibre 




Fig. 13 * Deux inconnues a condition que les directions des F i soient connues. 



VII ■ Schematisation et representation 
des actions mecaniques 

Les actions mecaniques representent les efforts exerces sur et entre les solides reels. Ces 
actions sont schematisees ou modelisees par des forces, moments, couples, pressions, 
contraintes, torseurs, etc. On peut les diviser en deux grandes families : les actions a dis- 
tance et les actions de contact (les plus nombreuses et les plus diverses). 



1. Actions mecaniques a distance 

El les sont essentiellement de deux types : poids et aimantation. 



Rappels sur le vccteur-poids 

Le poids d'un solide peut etre represents par un vecteur-force P appele vecteur-poids 
et ayant les caracteristiques suivantes : 

- Point d'application : G le centre de gravite du corps. 

- Direction : la verticale passant par G. 

- Sens : vers le bas. 

- Intensite ou module : P = m.g avec 



P = poids en Newton 
m = masse du solide en kilogramme 
g = 9,81 m.s -2 = acceleration de la 
pesanteur ou 
attraction terrestre. 
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5. Statique plane 



Remarque : la valeur de 1' acceleration de la pesanteur g est fonction de la latitude sur 
le globe terrestre (voir graphe ci-dessous) et de 1' altitude. 



Variation de g avec l'altitude (h) 



S = 9o 



R 2 



i R + h ) 



g 0 = 9,81 m.s- 2 

R = rayon de la Terre (=*) 6378 km 
h = altitude 



k 























































































(J 13 3 


0 45 60 75 90 



latitude 



equateur 



poles 



Fig. 14 



2. Actions mecaniques de contact 

Les actions de contact se divisent en trois groupes : 

- les actions ou charges concentrees, 

- les actions reparties sur une ligne ou charges lineiques, 

- les actions reparties sur une surface ou charges surfaciques. 

a) Actions ou charges concentrees 

Chaque fois que 1'effort de contact est concentre 
en un point ou sur une toute petite surface, Tac- 
tion est schematisee par un vecteur-force. 
Unites : N ou derives (daN, kN, etc.). 

Exemple : action exercee par un plan horizon- 
tal (0) sur une bille (1). L'effort de contact est 
concentre au point A et est schematise par le 
vecteur-force A 0/1 perpendiculaire au plan (0) et Fig. 15 
passant par le centre de gravite de la bille. 

b) Actions reparties sur une ligne ou charges lineiques 

L'effort de contact est reparti sur une ligne droite ou non. L' action exercee est schema- 
tisee par une chafge lineique (q), uniforme ou non. Unites : N.nr 1 ou N/m. 












1 


1 ^ r -— - — 


i ) 


Al 




1 


o jS ) 




^ IIHIIHIIHIIIIIIIIUIIIHUIiniimiWi 
J cas d'une repartition uniforme 












q - 








A 


WMWWMWB 

cylindre (1) isol6 



Fig. 16 

Exemple 

Action exercee par un plan horizontal (0) sur un cylindre (1). L'effort de contact est 
reparti de fa§on uniforme (q constant) le long de AB et schematise par une charge 
lineique q (N.nrf 1 ). Dans le but de simplifier les resolutions, la charge repartie peut etre 
remplacee par sa resultante R, au milieu de AB et d'intensite : R = qL. 



45 



Statique 



Remarque : ici, q est egal au 
poids du cylindre divise par la 
longueur AB : 




Fig. 17 



c) Actions reparties sur une surface ou pression de contact 

Lorsque l'effort de contact est reparti sur une surface, Taction exercee est schematised 
par une pression de contact ou une pression (p) qui peut etre uniforme ou non. 
Unites : Pa (N.m -2 ), bar (1 bar = 10 5 Pa). 

Exemple 1 : action exercee par un fluide sous pression sur un piston de verin. 



huile sous pression 




pression = p 







"a ' 






8, 



Fig. 18 

L'effort de contact entre huile et piston est reparti de facon uniforme sur une surface cir- 
culate de diametre d et est schematise par la pression p qui est la pression du fluide. 
Dans le but de simplifier les resolutions, cette action peut etre remplacee par sa resul- 
tante R, dirigee suivant l'axe du piston et d'intensite R = pS = pJld 2 /4. 



Fig. 19 

Exemple 2 : action d'un plan horizontal (0) sur un prisme triangulaire (1). 














k A A 


0 



















- 




2// 3 


1/3 




R=-mg 



Fig. 20 

Dans ce cas, la pression de contact est lineairement croissante en allant de A (p = 0) a 
B (p = Pmaxi)- R> resultante des pressions de contact, est egale a mg. 



3. Actions de contact exercees 
dans les liaisons mecaniques usuelles 

En statique plane, les liaisons entre solides se ramenent a quatre families principales : 
appui simple, articulation ou pivot, glissiere, encastrement. 



46 



5. Statique plane 



Chaque famille peut supporter ou transmettre des efforts differents (fig. 21), 
L' action exercee par les surfaces de liaison des solides (0 et 1) en contact est schemati- 
sed par une resultante S (coordonnees S et S,) et un moment resultant eventuel M. 



Type de la 
liaison 



Appui 
simple 
(1 inconnue) 



Schematisalioii 
usuelle 




x y\ 



variante §V//// ~x 



Action de 
contact entre 
0 et 1 



1 1 



Exemples 






contact lineaire galet I. spheriq. patin 
ponctuel rectiligne 



Articulation 
ou 

pivot 
(2 inconnues) 




7 77777777 



_ i 





pivot sph6rique 
pivot gliss. 




/ / 




appuis simples avec 
frottement 





Glissiere 
(2 inconnues) 



0 ! ' 



V7777777 



Syk 



liaison glissiere pivot glissant appui 

plan bilateral 



Encastrement 
(3 inconnues) 




Sy /I 



M 



A J r, 




Remarques 

Le choix d'une schematisation ou d'une autre est fonction des interpretations que Ton 
peut faire a partir de la liaison reelle. Par exemple, il est frequent qu'une liaison de type 
glissiere soit aussi schematisee par un appui simple, le moment M etant supprime ou 
neglige. De meme, le fait de negliger ou non les frottements influe sur les interpretations 
possibles. Si une etude plus detaillee est necessaire, se reporter au chapitre " statique 
par les torseurs 



VIII • Methods de resolution graphique 

Les methodes graphiques sont, pour le plus grand nombre d'individus, les plus faciles a 
mettre en oeuvre et celles qui amenent le moins d'erreurs dans les resolutions d'exer- 
cices. Cependant, elles exigent des figures tracees a une echelle donnee ou choisie et un 
minimum de soin doit etre apporte aux traces pour obtenir des resultats precis. 
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UE 



1. Cas d'un solide soumis a trois forces concourantes 

Les trois forces (F^, F^, F^) doivent etre concourantes au meme point (/) et la somme des 
trois forces doit etre nulle : Fj + F 2 + F 3 = 0. Placons-nous dans le cas le plus general 
avec trois inconnues au depart : une direction (celle de F3) et deux modules (ceux de F 2 
et F^). L'ordre des constructions est indique sur la figure 22 et la figure 24. 

Remarque 1 : les directions du triangle des forces doivent etre parfaitement paralleles 
a celles de la figure initiale ayant servi a determiner le point /. II est indispensable de choi- 
sir une echelle pour tracer Fj sur le triangle des forces (exemple : 1 cm pour 1 000 N, 
etc.) ; les modules de F 2 et F 3 seront mesures a partir de cette meme echelle. L'extremite 
de chaque force coincide avec l'origine de la force suivante. 




_^ Q point de concours / 



h 

direction ? 
module ? 



MP' 




O direction de passant_par/ 




Q parallele a IA 




Q module et sens de F 3 



1Z 



\ \Q module et sens de F 2 

/ \ 

e) triangle des forces 



0 resultats 




Fig. 22 

Remarque 2 : il existe toujours deux 
possibilites pour tracer le triangle des 
forces ; voir figure 23, l'ensemble des 
deux forme un parallelogramme. La 
methode de travail est resumee dans 
l'organigramme figure 24. 




y lf 1+ f 2+ f 3= o 



Fig. 23 



5. Statique plane 



Faire le bilan des donnees sur le solide isolg 
Au plus 3 inconnues : 1 direction + 2 intensites (fi 



iO- 22-a) J 



Determiner le point de concours (/) des trois forces I 
a I'intersection des 2 directions connues (fig. 22-b) I 



DSduire et tracer la direction (/C) 
de la force inconnue F3 (fig. 22-c) 



Commencer lejriangle des forces en tragant la 
force connue a une echelle choisie (fig. 22-d) 
(lire la remarque 1) 



A I'extrrirnite et a I'origine de F, tracer les directions 
de F^(ligne parallels a IB) et de Aj'fparallele a IC) 
fig. 22-d 1 {Ire- reman|»e?f 



Tracer F 2 et F 3 en remarquant que I'extremite de 
cnaque rorce rencontre rongine- th> U - ahrante 
(fig. 22-e) 



Mesurer les intensites de F 2 et F 3 a I'echelle 
choisie (fig. 22-e) 



Reporter les resultats obtenus sur le solide isole. 
Verifier "visuellement" la coherence des resultats: 
I'equilibre du solide a-t-il toujours un sens ? 



Fig. 24 



2. Solides soumis a Taction de quatre forces et plus 

Si les forces ne sont pas paralleles, le nombre maximal d' inconnues determinables, pour 
chaque equilibre etudie, est de trois. Au-dela, la resolution n'est pas possible ou ne peut 
etre que partielle. Deux cas principaux se presentent, chacun amenant des resolutions gra- 
phiques differents : une direction et deux modules inconnus ou trois modules inconnus. 

a) Cas d'une direction et deux modules inconnus 

Sur les quatre forces, deux presentent des elements inconnus et les deux autres (ou plus) 
sont completement connues. 

Methode de resolution : determiner la resultante de toutes les forces connues (voir 
chapitre "forces et resultantes" et le paragraphe 3) afin de se ramener a trois forces 
concourantes et au cas de resolution du paragraphe 1. 



a) 




/ ^(module ?) 



b) resultante fide F A etf 2 



p- fdirection ? 
3 [module ? 




(F 1 + F 2+ F 3 +f4 = 0) 




Fig. 25 
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Statique 



b) Cas de trois modules inconnus (methode de Culman) 

Touts les directions des forces sont connues, une seule force sur les quatre est comple- 
tement connue. 



Methode de resolution : mettre les quatre forces en deux groupes de deux forces 
concourantes (points de concours / et J) afin de se ramener a deux resultantes R[ et R* 2 
egales et opposees, ayant meme ligne d'action IJ. 




Fig. 26 



R[ = F^ + ; R[ resultante de et passe par le point 1. 
R* 2 =^3 + ; ^2 resultante de7^ 3 et"? 4 passe par le point J. 
Fl + F~l + F~l + F~l = (F~l + F3 + (Fj + = ^i + ^2 = 0*° u K = 
On revient au cas d'un solide soumis a deux forces egales et opposees, IJ est la ligne d'ac- 
tion obligatoire de r[ et R^. Les modules inconnus sont determines a partir des triangles 
des forces (R^, f[, F$ et (R* 2 , F^, ou par le quadrilatere des forces {IJ, f£ F^, F^). 



CFaire le 
Au pli 



bilan des donnees sur le solide isole. 
plus 3 intensity inconnues (fig. 26-a) 



Grouper les forces concourantes deux par deux, 
par exemple F, avec F 2 et F 3 avec F A (fig. 26-b) 



Tracer les points de concours / et J 
des groupements de deux forces (fig. 26-b) 



DSduire et tracer la droite de Culman IJ (fig. 26-b) I 

T _ 



Commencer lejolygone des forces en tracant la 
force connue F : a une Schelle cboisie (fig. 26-d) 



A I'origine et a I'extremite de F h tracer la direction 
de F^ (ligne parallele a IB) et la parallele a U(fig. 26-d) 



Fig. 27 



DSduire et tracer le vecteur force ^(fjg, 26-d) | " 



A I'extrgmfhSeta I'origine de (fj"+ ^(traceries 
directions de F 3 (paralteleSJCI et de /^i ' (parallele i JO) 
CRQ.26-d) 



1 



DGduire et tracer ^et ^en remarquant que I'extremite 
de chaque force du polygone rencontre I'origine de 
la suivante (fig. 26-d) 






Mesurer les intensrife de ^et ^a I'echelle choisie I 







c 



Reporter les resultats sur le solide isole, verrifier 
leur coherence 



5. Statique plane 

3. Statique graphique - M ethode du dynamique et du funiculaire 

Cette methode, interessante des que les forces a manipuler sont nombreuses, permet de 
determiner des resultantes et resoudre des problemes d'equilibre, avec des forces paral- 
lels ou concourantes. La methode est purement graphique. 

a) Resultante d'un systeme de forces 

Exemple : determinons la resul- 
tante R des actions F 1; F 2 , F 3 
exercees par trois remorqueurs 
(l-Z-3) sur un paquebot (4). 
Les constructions graphiques 
sont effectuees en alternance sur 
le funiculaire (figure definissant la 
position geometrique des forces) 
et sur le dynamique ou polygone 
des forces (figure definissant les 
intensites des forces). 

Fig. 28 




Fig. 29 

Ordre des traces 

. Sur le dynamique : 

- Choisir une echelle pour tracer les forces (exemple : 1 cm pour 50 kN). 

- Tracer F?= 0^(200 kN) ; = Bc(150 kN) ; = c?(250 kN). 

- Deduire la direction (droite ad) de la resultante R et son intensite : R*= a3 (590 kN 
mesure). 

- Choisir un point P appele pole (la position n'a pas d'importance, eviter d'etre trop pres 
des forces). 

- Tracer les rayons polaires Pa, Pb, Pc et Pd et les numeroter (0, 1, 2 et 3). 
• Sur le funiculaire : 

- Tracer les cotes du funiculaire 0', 1', 2', 3' tels que 0' soit parallele au cote 0 du dyna- 
mique, V parallele a 1, 2' a 2 et 3' a 3. 0' et 1' se coupent en K, etc. 

- Determiner / point de concours des cotes extremes du funiculaire, / est situe a l'inter- 
section de 0' et 3'. 

- La resultante H*passe par /, sa ligne d' action est parallele a act. 
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Stati que 



Remarques : il y a parallelisme entre les forces des deux figures : 
Fj sur le funiculaire est parallele a F 1 = a& sur le dynamique, etc. 
0' et 1 ' se coupent en K sur F[, par correspondance 0 et 1 limitent 
mique, etc. La position ou le choix de K sur ~F[ est sans importance. 

b) Etude de l'equilibre d'un solide sous Taction de forces paralleles 

Exemple : pour la voiture 
de collection proposee, 
determinons les actions A et 
B exercees par le sol sur les 
roues en A et B. On se place 
dans le plan de symetrie du 
vehicule. P est le poids de 
celui-ci, le sol est suppose 
horizontal et P, A et B sont 
paralleles. 

Ordre des traces 

- Commencer le dynamique : choisir une echelle des forces (exemple : 1 cm pour 
100 daN) ; tracer P*= c7i>(l 150 daN) ; choisir un pole S ; tracer les cotes Sa(l) et Sb(2). 

- Commencer le funiculaire : tracer 1' parallele a 1 et 2' parallele a 2 se coupant sur P. 

funiculaire dynamique 




Fig. 31 

Propriete : pour tout solide en equilibre, les cotes extremes du funiculaire sont confon- 
dus ; la droite commune est appelee ligne de fermeture. Le funiculaire est dit ferme. 

Remarque 1 : si sur le dynamique les forces respectent l'ordre A*= cct, P*= ab et B*= 
— > - ^ % — ^ ^ — > ^ — > — > 

be avec A + P + B = ca + ab + be = 0, le point c est situe sur P entre a et fa et Se est 

le rayon polaire parallele a la ligne de fermeture qui ne peut etre que la droite /J. 



= ab sur le dyna- 
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5. Statique plane 



Les cotes extremes (0' et 3') du funiculaire sont confondus avec la ligne de fermeture /J. 
Par correspondance, les rayons polaires (0 et 3) sont confondus avec Sc. 

Remarque 2 : sur le dynamique, les actions situees entre deux rayons polaires (0 et 1), 
(1 et 2), (2 et 3) sont celles qui, sur le funiculaire, sont situees a l'intersection des lignes 
portant les reperes equivalents (0' et 1'), (1' et 2'), (2' et 3'). 

c) Etude de l'equilibre d'un solide sous Taction de forces concourantes 

Exemple : une poutre, articulee en A et en appui simple en B, supporte une charge incli- 
ned de 2 600 daN en C. Determiner les actions A et B exercees par les appuis en A et B. 



Remarque : la methode 
est analogue a celle du 
paragraphe precedent. 
Pour reussir la construc- 
tion du funiculaire, il faut 
imperativement faire pas- 
ser la ligne de fermeture 
par le point d' application 
A, seul point connu de la [ 
direction de A*. Fig. 33 



/module ? 

1 direction ? 
A L C 



I b /verticale 
1 module ? 




articulation 



poutre 



2 600 daN 



7777777 

appui simple 




Fig. 34 

Ordre des constructions 

Choix d'une echelle des forces (exemple : 1 cm pour 200 daN) ; F = ab ; pole P ; rayons 
polaires Pa (1) et Pb (2) ; direction de B a partir de b ; 1' parallele a 1 passant par A ; 
2' parallele a 2 ; ligne de fermeture AJ ; rayon Pc (0 ou 3) parallele a AJ ; point c, inter- 
section de la direction de B avec Pc ; forces B = ^Bc et A = cct. 
Mesure des forces a l'echelle choisie : A = 1 850 daN et B - 400 daN. 



IX • Problems hyperstatiques 

Un solide, ou un ensemble de solides, qui possede des appuis ou des liaisons surabon- 
dantes par rapport a ce qui est strictement necessaire au maintien de l'equilibre, est dit 
statiquement indeterminable ou hyperstatique. 

Pour ces cas, les actions exercees ne peuvent pas etre determinees a partir des seules 
equations de la statique. 
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Exemple 1 : la poutre (ABC) est en appui sur trois articulations fixes A, B et C qui don- 
nent au total six inconnues statiques : A„ A„ B y , B x , C x , C y . On ne dispose que de trois 
equations pour la resolution, le systeme est dit hyperstatique d'ordre 3 (6 - 3 = 3). 




Fig. 35 

Exemple 2 : une caisse de poids ~P connu est suspendue en A, B et C par l'interme- 
diaire de trois cables (2), (3) et (4) de directions concourantes en E. La resolution statique 
nous donne deux equations avec trois inconnues : 7\, T 2 et T 3 , les tensions des cables. 
Le systeme est dit hyperstatique d'ordre 1 (3 - 2 = 1). 




Fig. 36 

Remarque : en resistance des materiaux (traction, torsion et flexion), plusieurs 
exemples de problemes hyperstatiques sont abordes et resolus a partir d' equations sup- 
plementaires liees aux deformations. 



EXERCICES RESOLUS 



Q Une echelle de pompier (3), partiellement representee, est articulee en A (pivot d'axe 
A, z) sur une tourelle (2). La tourelle peut pivoter (rotation d'axe D, y) par rapport au 
chassis du camion (1). Le levage est realise par un verin hydraulique 4 + 5 (4 = tige, 
5 = corps) articule en B sur l'echelle et en C sur la tourelle, les liaisons en B et C sont 
des liaisons rotules de centres B et C (ou des articulations de centre B et C). 
L'etude est realisee dans le plan de symetrie du dispositif , l'ensemble est en equilibre, la 
tourelle est a 1' arret et le verin est bloque en position. P 3 (5 000 daN) schematise le poids 
de l'echelle, le poids du verin est neglige. 
Determiner les actions exercees sur les liaisons en A, 8 et C. 
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5. Statique plane 



echelle 3 




t5 ooo daN 



chassis 1 



Fig. 37 

Resolution : les actions en A, B et C sont sche- 
matisees par des vecteurs-forces passant par ces 
memes points, 
a) Equilibre du verin (4 + 5) 

Le poids du verin etant neglige, celui-ci est soumis a 
Taction de deux forces B 3/4 et C 2 /s- 
Pour que le verin reste en equilibre, les deux forces 
doiv ent etre egales et opposees : 
B 3/4 - - C 2 /5, lig ne d' action commune BC. 



direction de C2/5 y 




Fig. 38 

Remarque : l'intensite des forces sera determinee au paragraphe suivant. 



b) Equilibre de l'echelle (3) 

L'echelle est soum is e a I 'action de trois forces exte- 

rieures : P 3 , A 2/3 et B 4/3 . 

D'ap res le principe des actions mutuelles : 

B 4/3 = - B 3/4 ligne d' action BC. 





PS 


D 


/(daN) 




G 3 




L 90- 


5 000 






X 


B 4/3 


B 


BC 


? 


■^2/3 


A 


? 


? 



triangle 
des forces 

K 

5 000 daN 



S 4/3 

9 300 daN 




echelle (3) isolee 



5 000 daN 



Bilan : trois forces concourantes, trois inconnues, la resolution (graphique ou calculee) 
est possible. 

a) Solution graphique : les trois 
forces sont concourantes en J. 
Ordre des constructions : 

- point de concours / de P 3 et de BC, 

- direction Al de A 2/3 , 

- tria ngle des forces avec P 3 verti- 

caie, B 4/3 parallele a BC et A m 

parallele a AZ (voir paragraphes 
VI 2 et VIII-1). 

Remarque : le verin 4 + 5 travaille 
en compression. La precision des 
resultats depend de la qualite des 
constructions. 



^2/3 
4 900 daN 



$3/4 
9 300 daN 




Fig. 39 
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b) Solution calculee. 

A^ 3 = A X T+ Ajet B^ 3 = B x 1+bJ 

A„ B x , A„ B y sont supposes positifs au depart. 

Somme des forces egale a zero : 

A 2/3 + B 4/3 + P 3 = 0 ; en projection sur les axes 

(x, y), on obtient les equations scalaires : 

suixant x : A x + B x + 0 = 0 

ou A x =-B x (1) 

suivant y : A y + B y - P 3 = 0 

ou A y +B y =P 3 = 5000 daN (2) 

Moment resultant en A des trois forces, egal a 

zero:M A (A^)+M A (B^) + MJPJ = 0 

0+(B y x2,85- B x x 1,65) - P 3 x 6 = 0 (3) 




'ig. 40 



B Y 



x 2,85 -1,65 



Remarque : B 

L'equation (3) peut s'ecrire : 

B x = - 2,85^7^0 + 1,65-3 164,5daN 
A, =-B x = 3164,5daN 
A , =^3 694^+ 3 164 2 = 4 864daN ; a A = arctan 



-6,, 



4/3 a pour direction BC, autrement dit : = tan 1 10" = -tan 70". 



= 6xP 3 



B = ( - 3 164,5)x(-tan 70°) = 8 694daN 



A v = P 3 -B y = 5 000- 8 694 = - 3 694daN 



L3694]__ 4g4 o 
1 3164j" ^' 



B 4/3 = V3 164 2 + 8 694 2 = 9 250daN 



C_] Le verin hydraulique double-effet propose en coupe longitudinale travaille aussi bien 
en poussant qu'en tirant. II se compose essentiellement d'un corps (1), rode et glace, et 
d'une tige de piston (3) solidaire d'un piston (2). La liaison entre 1 et (2 + 3) est une liai- 
son pivot glissant d'axe, l'axe du verin. 

Les frottements et les poids des pieces sont negliges. La pression de l'huile alimentant 
le verin est de 150 bars. Determiner la capacite du verin en poussant et en tirant si la 
pression dans la chambre opposee est nulle. 




fond 

(acier) 



baguc 

i support 

caoutchouc (bronze) 
nitrile) 



tuba I 

rode ou poli coussinet 




tige chrome dur 
(R,=0,4u.m) (bronze) (acier trempe + revenu) 



Fig. 41 
Resolution 

a) Capacite du verin en poussant 

Isolons l'ensemble piston (2) + tige (3) + petites quantites d'huile a gauche et a droite du 
piston de facon a obtenir des surfaces circulaires planes de chaque cote. 



56 



5. Statique plane 




Fig. 42 

L' ensemble est en equilibre sous Taction 
des forces de pression agissant a gauche 
du piston et sous Taction de la resultan- 
te F p exercee sur la rotule A par le dis- 
positif a pousser. La pression etant uni- 
forme, la resultante R des forces de 
pression est portee par Taxe du verin et 
a pour module R = pS. Le poids etant 
neglige, Tetude revient au cas d'un 
ensemble soumis a Taction de deux 
forces egales et opposees (F = - R) 
dont la ligne d' action est Taxe du verin 
(tige comprimee). 





E 
E 
o. 










o 

5 










Fig. 43 




Fig. 44 



||^|| = ||/?|| = p.S = 150x(*>^) = 11781daN ( P en bars, S en cm 2 ) 

Remarque : 1 bar = 10 5 Pa = 0,1 MPa ; si on exprime p en Pa, ii faut mettre S en 
m z pour obtenir F p en N. 

flfffl = p . S = (150 x 10 5 Pa) x (^|^) = 1 17 810 N 
b) Capacite du verin en tirant 




Fig. 45 

L' etude est analogue au cas precedent, la pression agit a droite du piston sur la surface 
annulaire S'(S' = S - section tige). L'effort en tirant F t est obtenu par : 
F t =R'= p.S' = 150 x | (lO 2 ^ 4,8 2 ) = 9 067 daN 

Remarque : dans ce cas, F t est inferieur de 23 % a F p et la tige est tendue. 



Q Un avion militaire est en phase ascention- 
nelle a vitesse constante suivant un angle de 
15" SOUS la poussee F (12 000 daN) des reac- 
teurs. R schematise Taction de la resistance de 
Tair sur Tensemble de la structure, S est la 
resultante des actions de sustentation sur les 
ailes et A schematise la resultante des actions 
stabilisatrices de Tair sur T aileron arriere. 
^(30 000 daN) est le poids de Tappareil. 




15° 12 000 daN 
Fig. 46 



P 

30 000 daN 
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STATIQUE 



P 

fit 



PS 



G 
F 

A 
S 
R 



D 



+ 

15" 

105" 
105" 
15" 



f (daN) 



30 000 daN 
12 000 daN 

? 
? 



Determiner A, S et f? si routes les 
actions sont supposees contenues dans 
le plan de symetrie de l'appareil. 

Resolution graphique 

L' avion est sounds a Taction de cinq 
forces exterieures. Ramenons le pro- 

bleme a quatre forces en determinant 

-> — > — > 
la resultante K de P et F, toutes deux 

connues ; puis appliquons la methode 

de Culman (voir paragraphe VIII-2b). 

Methode 

> > -» 

- Remplacons F et P par leur reSlitente K 

- Groupons A avec R et S avec K : 

SV K+ A* + = (f+lb + IA + R) = Y 1 +Y 2 =~Q 

Tj = - T 2 , les deux resultantes sont egales et opposees et ont MN pour li^ne d'action. 
M est le point d' intersection de A et R et N le point d' intersection de S et K. 

- Trace du polygone des forces : force K ; MN ; direction de S ; module de S ; direction 
de A et R ; modules de A et R. 




30 000 dalf^ 



K 

29 000 daN 



ig. 47 




Rtisultats 



S II = 22 500 daN 
114 1|= 6 300 daN 
fill =* 4 200 daN 



A+R+S+K=0 
%+T 2 = 0 



Fig. 48 

Resolution par le calcul+ 4 ^ _> 

a) L'equation d'equilibre F + A+ P + S + R = 0 donne en projection sur les axes x, y 
Projection sur x : F + 0 - P cos 75" + 0 - R = 0 (1) 

Projection sur y : 0 + A - P sin 75" + S + 0 = 0 (2) 

b) Equation de moment en F : M^F*) + MjA) + MjP) + M^S) + M^JR) = 0 
d'ou : 0 + 2A - 4,8 P sin 75" + 5,55 S + 0 = 0 (3) 

c) Resultats : avec l'equation (1) on a : R = F - P COS 75" = 4 235 daH 
L'equation (2) donne : S = P sin 75" - A 

et en remplacant S dans l'equation (3) on obtient : 

2A - 4,8 P sin 75" + 5,55 (P sin 75" -A) = 0,75 P sin 75" - 3,55 A = 0 
d'ou : A = 6 122 daN et S = 22 856 daN 
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5. Statique plane 



EXERCICES A RESOUDRE 



II Un tuyau (1) de poids P (600 daN) 
est souleve par P intermediate de cro- 
chets (3 et 6), d'elingues (2 et 5) et d'un 
anneau (4) dont les poids sont negliges. 
Determiner les actions exercees en A, 
B, C, D et £ si celles-ci sont schemati- 
sees par des vecteurs-forces passant 
par ces points et les tensions T 5 et T 2 
des elingues. AH = DH ; a = 24" 

Reponse 



:B 5/4 = T Z, 



738 daN 



d 3/2 = c m =7, = 738 daN; 



Fig. 49 




P 600 daN 



H Reprendre l'exercice 4 avec une 
caisse de poids P (736 N) soulevee par 
un dispositif avec poulie et cables. 
Determiner les tensions des cables et 
P effort T que doit exercer Poperateur 
pour maintenir Pensemble en equilibre. 

Reponse 



- 539 N ; T = T AC = 660 N ; T u 



poulie Plafond 



. 425 N. 



Fig. 50 




P 736N 



Q Pour chacun des cinq exemples proposes, le solide ou Pensemble isole est indique 
SOUS forme incomplete. Pour chaque cas, faire le bilan des actions exterieures. 
D@ terminer la direction de ces actions et eventuellement leur intensite dans les cas simples 
(deux forces egales et opposees). Les poids, autres que ceux indiques, sont negliges. 



Cas 
1 



Systeme etudie 




e <IKi 





Solide (ou ensemble) isole 








3 + 4 




Description 



Le ballon estau repos surle sol 0. 
P, (4,5 N) schematise le poids du 
ballon La liaison en A, entre 0 et "J , 

est assimilee a un contact ponctuel. ' 



La fourche 2 est utilisee pour la 
manutention de pieces creuses 3 
(poids P 3 ).Le levage est realise en 
B par une chaine 1, La liaison entre 
2 et 3 est une liaison lineaire recti- 
ligne. 



Le tronc d'arbre 1 (poids p^) est 
cale dans une pente (inclinaison de 
30" par rapport a I'horizontale) & 
I'aide de deux poutres 2, perpendi- 
culars a la pente. Les liaisons en A 
et B sontassimilees a des liaisons 
I in e a ire s rectilignes, 



Le cable 3 est tendu par rensemble 
bras 1 ettendeur 2 (une vis Jdroi- 
te + une vis Jgauche). Les liaisons 
A, B.CetDsontdes liaisons pivots, 
AVsch^matisei'action exercee par 
le cable sur le bras 1. 



La piece a uslner 2 est bloquee sur 
lebati. La liaison en N est lineaire 
rectiligne. ~Q schematise I'action 
exercee en /par la piece sur la vis. 



Fig. 51 
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Statique 



LI Le dispositif propose fait partie d'un montage d'usinage. La piece a usiner (4) est bri- 
dee en B par un renvoi (3) articule (liaison pivot) en C sur le bati (1) du montage. Le ser- 
rage de la piece est realise par une vii pression (2) agissant en A (contact ponctuel). 
Les poids des pieces sont negliges, A,„ (300 daN) schematise Taction de la vis sur le 
renvoi, Taction du ressort est negligee. 

Determiner les actions exercees en B et C si celles-ci sont schematisees par des vec- 
teurs-forces. 

Reponse 

C v3 x = - 300 daN ; C V3 JJ = - 347 daN ; B 4/3 x = 0 ; B 4/3 y = 347 daN. 



2 




direction de Taction en B/ 



Q Une potence utilisee en manutention se compose d'une fleche (3) articulee en A 
sur une colonne pivotante (1) et d'un tirant BD ou (2) articule en D sur (1) et en B sur 
(3). L' ensemble est en liaison pivot (axe vertical EF) sur des supports (4) et (5) encas- 
hes dans le mur (0). Les poids des solides sont negliges, P (2 000 daN) schematise le 
poids de la charge a lever. Determiner, pour la position de la figure, les actions exer- 
cees en A, B, D, F et £ (supposee horizontale) si celles-ci sont schematisees par des 
vecteurs-forces passant par ces points. 

E 



Fig. 53 




P 2 000 daN 




fr> '— --ft™ 



Fig. 54 
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5. Statique plane 



D Un bouteur se compose d'un chassis (1), d'une lame (2) articulee en B sur deux 
bras de poussee (3) eux-memes articules en A sur (1). La hauteur de la lame est reglee 
par deux verins (6 + 7) et son inclinaison par deux verins (4 + 5). Les liaisons en A, 
B, C, D, E et F sont des liaisons piv ots dont les centres portent le meme nom. Les 
poids des pieces sont negliges ; H 0/2 (22 000 daN) schematise Taction du sol sur la 
lame (inclinee de 5" par rapport a l'horizontale). L'etude est realisee dans le plan de 
symetrie de l'appareil. Determiner c ompletement les actions exercees en A, B, C, D, 
E et F si celles-ci sont schematisees par des vecteurs -forces. 




Fig. 55 



Q Le dispositif propose est un tri- 
angle de levage de benne de 
camion permettant des angles de 
bennage plus importants qu'un sys- 
teme classique. II se compose d'un 
bras (2) articule en A sur le chassis 
(0), d'une biellette (3) articulee en B 
sur (2) et en C sur la benne (1). 
L'effort de levage est fourni par le 
verin hydraulique 4 + 5 (4 = corps, 
5 = tige) articule en Q sur (1) et en 
D sur (2). Les liaisons en A, B, C, 
D et E sont des liaisons pivots dont 
les centres portent le meme nom. P 
(15 000 daN) schematise le poids 
de la benne, les autres poids sont 
negliges. L'etude est effectuee dans 
le plan de symetrie de l'appareil. 
Determiner les actions exercees 
en A, B, C, D et E si celles-ci sont 
schematisees par des vecteurs- 
forces passant par ces memes 
points. 




Fig. 56 
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QQ Le verin telescopique propose sous forme schematique se compose d'un corps (0) 
<?t d'une tige telescopique composee des cylindres 1 (diametre 215 mm), 2 (diametre 
-150) et 3 (diametre 90). La pression d' alimentation en huile est de 100 bars. Les frot- 
tements et les poids sont negliges. _^ 
IDeterminer la capacite de levage du verin (F maximum) lorsque : 

a) le cylindre (3) agit seul ; 

b) les cylindres (2) et (3) agissent en meme temps ; 

c) les trois cylindres agissent ensemble. 

Reponse 

6 362 daN ; 17 671 daN ; 36 305 daN. 




EE Un clapet de non 
retour pour grosse canali- 
sation se compose de 
deux corps (1) et (6) en 
fonte, reconvert interieu- 
rement d'une couche de 
resine (2 + 5). Le clapet 
de fermeture, de forme 
spherique, realise en 
acier chrome a un poids 
P*de 22 daN. 
Isoler le clapet, faire le 
bilan des actions exer- 
cees. A partir de quelle 
difference de pression 

(Pa ~ P B ) entre le naut ( B ) 
et le bas (A) y-a-t-il 

remontee du clapet ? 




Fig. 58 
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5. Statique plane 



Q Le verin multiplicateur (amplificateur) propose se compose d'un corps (1), de deux 
pistons (2) et (3) et d'un piston compensateur (4). II est utilise pour realiser des ope- 
rations de rivetage, poinconnage, pressage, marquage, cambrage, etc. © la mise en 
route, l'air comprime entre dans la chambre A (C est a l'echappement) et pousse le 
piston (2), a grande vitesse, jusqu'a ce qu'il vienne en contact avec la piece a travailler. 
Dans le meme temps, le piston (3) est en arriere, les chambres d'huile £ et K sont en 
communication et le piston compensateur (4) fait passer de l'huile de la chambre E a 
la chambre K. 

Aussitot que le piston entre en contact avec la piece a travailler, l'air passe de la 
chambre A a la chambre B et pousse le piston plongeur (3). Celui-ci, apres avoir 
passe le joint d'etancheite (5), fait monter la pression de l'huile dans la chambre (1), 
ce qui engendre une poussee supplementaire sur le piston (2). L' action du ressort est 
negligee. 

Le poids et les frottements sont negliges ; l'air est a 6 bars ; l'ensemble est en equi- 
libre dans la position de la figure 59. 

Isoler successivement les pistons (2) et (3), en deduire la pression d'huile dans la 
chambre (K) et la valeur de l'effort^ transmissible pour la course d'approche (sans 
amplification) et pour la course travail (avec amplification). Comnarer. 



chambre E 
( huile ) 



chambre K 
I huile ) 




Fig. 59 
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Fig. 60 



Fig. 61 
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Statique 



^ Pour 1' ensemble propose au repo s, determine r les actions exercees en A, B et D 
sur les roues et en C sur le crochet d'attelage.+ route est horizontale et toutes les 
actions route-roues sont supposees verticales. P 1 (1500 daN) schematise le poids de 
la voiture et P 2 (800 daN) le poids de la remorque et du bateau. 



Reponse 



A, = 473,4 daN ; B„ = 1 139,1 daN ; D„ = 687,5 ; C v2v = 112,5. 

1 




□ 



L'ensemble routier propose se compose d'un tracteur (1) et d'une citerne 
l'aide d'une bascule de pesage, on determine les charges par es 
£ = 6 000 daN, F=D = A= B = 9 000 daN (directions verticales). 
Determiner le poids total de l'ensemble en charge et le poids de la citerne 
sachant que le poids du tracteur est P t — 11 000 daN. 
Calculer Taction en C (rotule d'attelage) et les distances X 1 et X,. 

0 1 „ 2 



(2) 
sieux 



2 (P 2 ), 




Pour le convoi exceptionnel au repos, determiner les actions exercees en A, B, 
C, D, E sur les roues et en F sur le crochet d'attelage. Toutes les actions route-roues 
sont supposees verticales. L' action B est supposee identique a Taction C et Taction D 
identique a Taction E. P[ (14 000 daN) schematise le poids du tracteur. P^(3 000 daN) 
le poids de la tete de la fusee. P 3 (8 000 daN) le poids de la remorque et P 4 
(12 000 daN) le poids des deux premiers etages de la fusee. La norme europeenne 
autorise les charges suivantes par essieu : essieu simple 10 tonnes ; essieu simple 
moteur 11 tonnes ; essieux tandem ecartes de moins de 2 m, 18 tonnes. Les charges 
par essieu du convoi propose obeissent-elles aux reoles enoncees precedemment ? 
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5. Statique plane 



Q Un wagonnet (skip de levage), 
utilise pour le levage des matieres 
premieres, est guide sur des rails 
paralleles 1 (forme en U) par 1' inter- 
mediate de roues 4 et 5 (contacts 
en A et B avec le rail). Le levage est 
realise en C par une chaine de 
manutention (2) parallele aux rails et 
entrainee par un motoreducteur 
non represente. 

Etude : le wagonnet est en equi- 
libre ; l'etude est effectuee dans le 
plan de symetrie de l'appareil ; on 
note par un seul repere les groupes 
d e deux pieces identiques, 
P (500 daN) schematise le poids du 
wagonnet et des materiaux. 
Isoler l'ensemble 3 + 4 + 5 ; faire le 
bilan des actions mecaniques ; 
determiner ces actions. En deduire 




Feffort de tension de la chaine (T). Fig. 65 



RGponse 



A = 810 daN ; B = 939 daN ; C = T = 483 daN. 



U Reprendre l 'exercice 17 avec ~P = 800 daN, a = 1 000 et b = 1732 mm. 



Q Lapelle hydraulique proposee figure 67 est utilisee pour du terrassement. La 
force T s/3 schematise Taction exercee en 7 par le sol sur le godet 3 ; P a schematise 
le poids de la fleche 1, P 2 le poids du godet 3 et de la contre-fleche 2. La manoeuvre 
est assuree par quatre verins hydrauliques dont deux identiques 4 + 5 et 4' + 5' (4 = 
tige, 5 = corps). Les liaisons en A, B, C, D, E, F, H, K, M et N sont des liaisons 
pivots dont les centres portent le meme nom.. Isoler l'ensemble de la partie pelle en 
equilibre dans la position de la figure 68. Faire le bilan des actions mecaniques. 
Determiner completement ces actions. 
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Statique 



Q Une table elevatrice a deux ciseaux, utilisee pour lever des charges, se compose 
d'un socle (1), d'une plate-forme (6) et de deux doubles paires de ciseaux (2 et 3) et 
(4 et 5). Le ciseau (4) est articule en A sur (6), en C sur (5) et en E sur (3). Le ciseau 
(3) est articule en R sur le socle (1), fie sur le sol (0), et en F sur le ciseau (2). Les 
ciseaux (2) et (5) sont articules entre eux en D. 
La plate-forme (6) est en 
appui en B sur un galet 8 
articule en B' sur le ciseau 
(5). Meme remarque en S, 
galet (9) articule en S' sur (2) 
et en appui en S sur (1). Les 
galets se deplacent horizon- 
talement sur le socle et sous 
la plate-forme au cours du 
levage. L'effort de levage 
est fourni par deux verins 
hydrauliques 10 + 11 (10 = 
corps, 11 = tige) articules 
en M sur (4) et en N sur (3). 
Les liaisons en A, B' , C, D, 
E, F, M, N, R et S' sont des 
liaisons pivots dont les 
centres portent le meme 

nom. Fig. 68 




Etude : la table est en equilibre, l'etude est realisee dans le plan de symetrie de l'ap- 
pareil, on note par un seul repere les groupes de deux pieces identiques. P 
(2 000 daN) schematise le poids de la charge a soulever, les autres poids sont negli- 
ges. Isoler les solides et ensembles proposes figures 69 a 72. Faire le bilan d es actions 
mecaniques dans chaque cas. Determiner c ompletement les actions en A, B, B', C, 
D, E, F, M, N, R, Set S'. 
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TREILLIS 

OU SYSTEMES 

TRIANGULES 



Objectifs 

■ Definir les notions de treillis, noeuds et barres. 

■ Donner la relation entre noeuds et barres. 

■ Indiquer plusieurs methodes classiques de calcul des structures 
en treillis : methode des noeuds, methode de cremona et 
methode des sections. 

■ Preciser les cas particuliers et les simplifications usuelles. 



Ce chapitre peut etre considere comme une application de la statique plane a 1' etude des 
structures en treillis (ou systemes triangules). Nous nous limiterons a l'etude des treillis plans. 

1- Definitions -Hypotheses - 
Relation entre noeuds et barres 

1. Definitions 



On appelle treillis ou systeme triangules des assemblages de banes rectilignes 
dont la figure de base- est un triangle. 




systeme Howe 




systeme Pratt 




systeme Fink 



Ft^ffl^ ^rfflffik 

systeme Warren ■* ** svsteme en K <4* systeme Baltimore ■* 



systeme en K 



systeme Baltimore 



*i* systeme Mansard Mr cantilever 




treillis dans I'espace 



Fig. 1 



On appelle nocud le point de rencontre'de plusieurs banes, 
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Statique 



2. Hypotheses 



- Les assemblages sont supposes geometriquement invariables. 

- Toutes les forces sont supposes contenues dans le plan de la structure. 

- Le poids des barres est neglige. Les forces agissent sur les nceuds. 

- Les noeuds sont supposes equivalents a des liaisons pivots. 




Fig. 2 

Remarque : compte tenu des hypotheses 
precedentes, les barres sont soumises soit 
a la traction, soit a la compression. 




Fig. 3 



3. Relation entre noeuds et barres 

a) Cas d'appuis mobiles 



Exemple 




V 


N 


AA 


AAA 


Nombre de barres 


b 


3 


5 


7 


n 


Nombre de noeuds 


n 


3 


4 


5 


7 



Fig. 4 

Relations entre n et b 



b = 2n - 3 



Si b = 2n - 3, la resolution est possible avec le principe fondamental de la statique (sys- 
teme isostatique). 

Si b < 2n - 3, la structure n'est pas rigide, il y a mobilite. 

3 b > 2n - 3, le systeme est hyperstatique, il y a des contraintes internes. 

b) Cas ou la structure repose sur deux appuis A et 8 fixes 



Exemple 






£A 








:w 


VW 


Nombre de barres 


b 


2 


4 


6 


10 


Nombre de nceuds 


n 


3 


4 


5 


8 



Fig. 5 



Dans ce cas, la relation entre n et b s'ecrit \b = 2(n - 2) = 2n - 4 



3 b = 2(n - 2), la resolution est possible avec le principe fondamental de la statique. 

3 b < 2(n - 2), la structure n'est pas rigide, il y a mobilite. 

3 b > 2(n - 2), le systeme est hyperstatique. Le principe fondamental ne permet pas, 

a lui seul, de determiner les efforts dans les barres. 
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6. Treillis ou systemes triangules 



c) Exemples 




Fig. 6 



II - Methoddesnceuds 



Cette methode, dont I'objectif est la determination des actions dans-toutes les barres 
d'une meme structure consiste a etudier I'equilibre des nceuds successifs en appliquant 
le principe fondamental de la statique 

Exemple : determinons les efforts 
exerces dans toutes les barres de la 
structure proposee. 

L'equilibre des noeuds successifs A, B, C 
et D permet d'obtenir les efforts exerces 
dans toutes les barres de la structure. 





C: 




A 


/\ 60 ° 






2m 


,F1 200 daN A 
r 6m 









Fig. 7 



ft 



noeud A isole JS 



AC; 
A J AB 



3a. 




nceud B isole 




r* 3 

BA ' 




2 5 




BC 




' BD ^ 




3 4 



noeud D isole 



DB 




CQ^^- noeud C isole" 




ig. 8 
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1 1 1- Methode de cremona 



© \j 

























Fig. 9 



La methode consiste a construire et a rassembler sur une meme figure (appelee cremo- 
na), tous les triangles ou polygones de forces obtenus par l'etude des equilibres des 
noeuds successifs de la structure. 

Remarque : pour un meme nceud, il ne doit pas y avoir plus de deux actions (modules) 
inconnues pour aboutir a un resultat. Dans le cas contraire, isoler d'autres noeuds, au 
besoin utiliser la methode des sections pour debloquer une etude. 

Trace d'un cremona (reprenons l'exemple du paragraphe precedent). 
La structure est divisee en regions. Les 
forces exterieures a la structure et les barres 
sont les frontieres entre les differentes 
regions. Le trace du cremona est effectue au 
fur et a mesure de l'etude graphique de 
l'equilibre des noeuds successifs. II est indis- 
pensable de choisir une echelle des forces 
pour realiser les constructions : 
La region 1 est limitee par R A , R D , AC, CD. 
La region 2 est limitee par R A , F, AB. 
La region 3 est limitee par F, R D , BD. 
La region 4 est limitee par BD, BC, DC. 
La region 5 est limitee par AC, BC, AB. 

Lorsque Ton tourne autour du nceud A dans le 
sens trigonometrique, Ton rencontre successive- 
ment les regions 1-2-5-1. A ces regions corres- 
pondent les actions 1-2 (jRJ, 2-5 (barre AB), 5-1 
(barre AC). L'equilibre du noeud permet le trace 
des segments 1-2, 2-5, 5-1 du graphe. Le point 
5 est deduit par construction. Au noeud B cor- 
respond les regions 2-3-4-5-2. Les actions cor- 
respondantes sont : 2-3 (F), 3-4 (barre BD), 4-5 
(barre BC), 5-2 (barre AB). L'equilibre du noeud 
permet le trace des segments 2-3, 3-4, 
4-5, 5-2 du graphe. Le point 4 est 
deduit par construction Meme precede 
pour les noeuds D (3-1-4) et C (1-5-4). 
Le trace definitif est obtenu lorsque tous 
les noeuds ont ete etudies et dessines. 

Remarque : la methode des noeuds 
peut etre utilisee sans faire de cremo- 
na. Cependant, au-dela de 7 a 
8 noeuds, la construction d'un cremo- 
na simplifie le travail et diminue le 
temps d' etude. Si les barres sont tres 
nombreuses preferer les logiciels. 




Action 


Designation 
sur le graphi 


Sens de 
Faction 
sur le nrjeufi 


Solicitation 
dans la barre 


Module 
daN 




1-2 






900 




3-1 






300 


F 


2-3 






1200 


Barre ABsurncaid A 


2-5 


2 vers 5 


traction 


520 


Barre* 8 sur noeud B 


52 




tracfon 


520 


Barre BD surnoeudB 


34 


3-»4 


traction 


520 


BarreBD sur noeudU 


4-3 


4->3 


tracfon 


520 


Barre DC sur ncaidC 


4-1 


4->l 


compression 


600 


Barre DC surnoeudB 


14 


l->4 


compression 


600 


Barre AC sur noeud A 


5-1 


5->l 


compression 


1040 


Barre AC sufnceudC 


1-5 


1^5 


compression 


1040 


BarreBC sur B 


4-5 




tracfon 


1200 


Barre BC sur C 


5-4 


5-^4 


traction 


1200 
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6. Treillis ou systemes tnangules 



IV • Simplifications • Cas particuliers 

1. Cas d'un noeud non charge, a trois barres, dont deux colineaires 

Les trois barres sont concourantes au noeud J qui ne supporte aucune charge exterieu- 
re. Le principe fondamental applique au noeud donne : 

7\ + T2 + 7^=0! 
Projection sur la direction u* : 
EF„ = O + O + 7 3 COS0 = O 
d'ou:7 3 = 0 

Projection sur la direction u : 
2 F u = Tj - 7 2 + 7 3 sin 6 = T x - 7 2 + 0 = 0 
d'ou : Tj = T 2 Fig. n 

Conclusion : lorsqu'il n'y a pas de charge exterieure sur le noeud, les actions dans les 
barres colineaires sont egales et opposees (7 2 = 7 2 ) et l'effort dans la troisieme bane est 
nul(7t=(f}. 

2. Cas d'un noeud non charge 

avec quatre barrescolineaires deux a deux 

L'equilibre du noeud K se traduit par : 
7j + T 2 + T 3 + T 4 = 0 
Projection sur la direction v : 
0 + 0 + T 3 cos 0 + T 4 cos 6 = 0 
d'ou : T 3 = 7 4 

Projection sur la direction u : 
T 1 - 7 2 - 7 3 sin 6 + 7 4 sin 9 = 0 
donne : T 1 = 7 2 

Conclusion : pour un noeud non charge a quatre barres colineaires deux a deux, les 
actions dans les barres colineaires sont egales et opposees. 





Fig. 12 



3. Cas d'un noeud non charge 
avec deux barres non colineaires 

L'equilibre du noeud M se traduit par : 

Projection sur la direction t? : 

- T l cos 6 + 0 = 0 d'ou : 7j = 0 
Projection sur 3 : 

- 7j sin 8 - 7 2 = 0 donne : 7 2 = 0 




Fig. 13 



Conclusion : s'il n'y a pas de charge sur le noeud M, les actions dans les deux barres 
sont nulles. 
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4. Barre de substitution 

Dans certains cas, le trace des cremonas n'est pas direc- 
tement possible. Afin de rendre possible les traces, on 
peut utiliser une barre de substitution a la place de deux 
ou plusieurs barres de la structure initiale. Seule condi- 
tion : la structure doit conserver sa rigidite. 




Fig. 14 



Exemple : pour la structure de la figure 14, la barre de substitution EF remplace, le 
temps des calculs, les barres CD et ED. 



V-Methodedessections 



/V 5 ° 


> 1 

\ 1 

c s| \ 


E 

D \ 


B 


A 9000 daN P 
4m 


\ 

\ 

4m 


4 m 


r* — *~ 


< > 


< >■ 



Fig. 15 



La methode des sections est utilisee pour determiner une action, eventuellement deux 
ou trois, exercees dans l'une des barres d'une structure donnee. 

Exemple : pour la structure proposee figure 15, determinons Taction exercee dans la 
barre FD. L' etude de l'equilibre de l'ensemble de la structure donne : 
R A = 6 000 daN et R B = 3 000 daN (verticales). 

Effectuons une coupure fictive dans la structure (coupure sur trois barres non secantes 
au plus) et etudions l'equilibre des 
deux systemes obtenus. 
Le systeme 1 est soumis a Taction de 
5 forces exterieures. R A et P sont 
connues. Les directions de FD, FE et 
CD sont connues. Nous avons trois 
modules inconnus. Le systeme 2 est 
soumis a Taction de 4 forces exte- 
rieures. R B est_connue. Les directions 
de EF, DF et DC sont connues. Nous 
avons trois modules inconnus. La 
resolution est possible dans les deux 
cas. Si une resolution graphique est 
envisagee, la methode de Culman doit 
etre utilisee (voir statique plane VIII-2b). 

Resolution : des deux systemes, le 
systeme 2 est le plus simple a resoudre 
(moins de forces exterieures). Ordre 
des constructions (methode de 
Culman) : 

- Sur la structure : J (R B + EF = R) ; 

/ (DF + DC = - R) confondu avec D ; 
— > -> 

IJ (direction de R et - R). 

- Polygone des forces : R B ; EF ; IJ ; 
DF ; DC. Mesure des modules. 



systeme 1 



systeme 2 




Fig. 16 



EF 3 000 daN 
.DF 




DC 6 000 daN 



Fig. 17 



La barre FD est soumise & unk solicitation en compression de 4 240 daN. 
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b, 1 reilliS ou systemes triangules 



EXERCICES A RESOUDRE 



U Si A E =E F =F D =D E =D C =A C 

= 4 m, determiner les efforts dans toutes 
les barres de la structure en cantilever. 

Reponse 

3 464 daN = r DE ; 
= - 1 732 ; T EC = 5 774; 
_. -- 6 351 ; T AC = - 1 155 ; 

r BC = s ooo -,a, = s no ; 

A, = 1 000 daN. 



T, 



D 










J 90° 


f 






r 3 000 daN 


▼ 2 000 daN 





Fig. 18 



Q Un pont est realise a partir d'une 
plate-forme soutenue par deux struc- 
tures identiques en trei Mis. AE = EB = 
DC = 5 m ; AD = DE = EC = CB ; F* 
(8 000daN)appliqueeen E schematise 
Taction exercee par la plate-forme 
chargee. a) Determiner les actions 
exercees sur les appuis en A et B. 
b) Determiner les actions dans toutes 
les barres de la structure 




Fin. 20 



Q Rep rend re I'exercice 3 avec la 
ferme de type Howe proposee. 



1 000 daN. 


2 000 daN^ 


1 a a a j „ >i 

2 000a a N 


2 000 daN 

' 1 000. 
\. daN 


T 3 000 > 


K 3 000 x 


m 3 000 > 


,,.3 000 T 



Fig. 22 



KM Reprendre Texerdce 3 avec la ferme 
Polonceau proposee, a deux contrefiches. 

12 5 00 d a N 



2 000 daN 
E 




Fig. 23 



I— I Reprend re I'exercice 3 avec la 
ferme Fink proposee. Les forces de 
500 daN et de 1000 daN, en A, G , C, 
perpendiculaires aux barres, schemati- 
sent les actions exercees par le vent 
(depression). 

1 000 daN 




Fig. 24 



Q Pour la ferme Pratt proposee, si 
K= 1 000 daN et DG =4 m, determiner 
les efforts dans toutes les barres de la struc- 
ture (P* schematise le poids de la toiture). 

Reponse 



-3 350 ; T„ 



3 000; 



^*FD ~ ^DE 



3 350;T HB =T Qr = 2 000 ; 
• 1 000 ; T DH = T D , 



p 

IP J 




u 

P 




\ , 4m 


H 

K 4m 


G 

< 4m >1 


-* 4m J 



Fig. 21 
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Statiqve 



H Pourles exercices 7, 8 et 9 : dasser les structures proposees en mobile (ou non 
rigide), isostatique, hyperstatique (totalement ou partiellement). 




Fig. 25 




0 Pour la ferme Polonceau propo- 
see, determiner les efforts exerces dans 
les barres CD, DE et EF. 



Reponse 



^ = - 9 550 daN, 
T DE = 6 910 daN, 
T„ = 2 920 daN. 



2 0011 daN 




Q Pour la structure proposee, tous les 
angles sont de 30" ou de 60". Les 
charges exercees sont de 30 kN en C et 
de 50 kN en E . Determiner les actions 
exercees dans les barres DE, DH et GH. 



A 60 " 












L a 

4 m 


C 

30 kN 
4 m 


D 

4m ' 


E 

50 kN 
4m 


4 m 


4 m 



Fig. 29 
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0, l reiuis ou sy stemes tnangules 



UJ Pour la structure de pont de type 
Howe proposee, determiner les efforts 
dans les barres CD, DE et DE 

Riponse 

Ten = - 3 500 daN, 



T nF = 0. 



Fig. 30 



3 000 



2 000 



2 000 





daN 


LdaN 1 


1 daN 


daN 






C / 




\ 




A A E 
4 m 


F 

4 m 


4 m 


4 m 



4 000 



U ®5>l ru^re proposee supporte un 
panneau d'affichage accroche en G, F et 
C. La pression du vent sur le panneau est 
de 1 000 N.rrr 1 par metre de structure. 
Determiner les actions exercees dans 
toutes les barres. 



i no N.nr 1 

(par metre 
de structure' 



Fig. 31 




Ll Pour la structure de pont en k pro- 
posee : 

a) Determiner les actions sur les appuis 
en A et B. 

b) Determiner les actions dans les barres 
CD, ED, EG et FG. 

Eeponse 

A, = - 1800 daN ; A, = 1 650 daN ;B t = 2 550 ; 
T ED = 542 ; T CD - - T K = - 3 330 ; T EG =-542 daN. 



EE! Reprendre I'exercice 14 avec la ferme Fink propos&. Determiner les actions 
exercees dans les barres CD, CE, DH et HF. 




1 800 daN 




Fig. 32 
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Statique 



Q Pour le pylone propose, Taction 
des cables electriques est schematisee 
par les forces de 400 daN en M . 

a) Determiner les actions exercees par 
les appuis en A et B. 

b) Determiner les efforts exerces dans 
toutes les barres de la structure. 




Fig. 34 



Q Reprend re I'exercice 16 avec le 
support- de reservoir propose. Les 
forces P (3 000 daN), verticales, en J et 
K, schematisent le poids du reservoir et 
les forces F (1 000 daN), horizontal es, 
en J et G, Taction du vent. 




Fig. 35 



□ Une structure se compose de deux 
arcs symetriques en treillisAC et BC arti- 
cules en A, B et C. F 1 (horizontale, 
30 kN) et ETt40 kN, vertical e) schemati- 
sent les efforts supportes. a) Determiner 
les actions exercees par les appuis en A, 
B et C. b ) Determiner les efforts exerces 
dans toutes les barres de la structure. 



5,(30 kN) 



f 2 (40 kN) 




Fig. 36 



□ La structure de stade proposes sup- 
ports les charges de 15 kN en £ et K, et 
de 30 kN en H et F (poids de la toiture). 
Determiner les actions exercees dans les 
barres EC, DC et FG. 

Eeponse 

F £C = 225 kN (T) 
F K = 180 kN (C) 
F FG =45kN(C) 
















eV- 





Fig. 37 
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FROTTEMENT 



Objectifs 

■ Definir les notions d'adherence, de frottement et les parametres 
utilises pour l'etude du frottement. 

■ Enoncer les lois du frottement. 

■ Decrire les notions de resistance au roulement et d'arc-boutement. 

■ Developper les principales applications du frottement : coins et 
cones, palier lisse, systeme vis-ecrou, liens flexibles, roues libres. 



Dans les chapitres precedents, les actions mecaniques de contact ont ete schematisees 
par des vecteurs-forces perpendiculaires (ou normales) aux surfaces en contact, les frot- 
tements etaient negliges. Cette schematisation amene des erreurs systematiques relati- 
vement faibles dans la plupart des problemes. Cependant, dans un certain nombre de 
cas, la prise en compte du frottement est necessaire, soit pour en diminuer les effets 
(pertes d'energie, amelioration du rendement, etc.), soit pour l'utiliser avec benefice 
(freins, embrayages, courroies, arc-boutement, equilibre ou stabilite de certains meca- 
nismes, etc.). 



1 • Adherence, frottement et grandeurs 
liees a l'etude du frottement 

Si deux surfaces en contact se deplacent ou glissent l'une par rapport a l'autre, on dit qu'il 
y a frottement. 

Lorsque ces deux surtaces tendent h glisser mais ne se depJacent pas, on dit qu'il y a adhe- 
rence. 



1. Exemple 1 

Soit un colis (1) de poids P et de centre de gravite G, en equilibre sur un plan horizon- 
tal (0). Analysons le comportement du colis et revolution des actions de contact 
(plan/colis) lorsqu'on exerce une poussee laterale F graduellement croissante. 



7 7 Hi 



Statique 



a) Cas du repos 



colis isole 



1A 
o 



77777777, 



77. 



Hftttttfl 

pression de contact 



N = -P 



Fig. 1 

N schematise la resultante des actions de contact exercees par le sol sur le colis. Celui- 
ci est en equilibre sous Taction des deux forces N et P qui doivent etre egales et oppo- 
sees (ligne d' action : la verticale passant par G ). 

Si on exerce sur le colis (1) une poussee laterale F passant par le centre de gravite G, 
deux cas de figure sont possibles : adherence ou frottement. 

b) Cas de l'adherence 




Fig. 2 



II n'y a pas de mouvement, le colis est en equilibre et l'application du principe fonda- 
mental met en evidence une force d' adherence T a egale a F et de sens oppose. 
T s'oppose au deplacement eventuel de l'objet vers la droite. 
JV a la meme valeur qu'au a) : N = P. 

Si F devient assez grande (F > F limite ), l'objet se met a glisser dans le meme sens que F 
et on passe en phase frottement. 

La valeur limite permet de definir le rapport de frottement statique (JL S (ou / s ), encore 
appele coefficient de frottement d' adherence tel que : 



Ms = /s 



N 



& linrdte 

N 



rapport de frottement statique 

{ou coefficient de frottement dadhirence) 



/tt(lire mu) 



Remarque : de la meme maniere, on definit un angle de frottement statique (<p s ) ou 



angle de frottement d' adherence tel que ^ - f s = tan <p s = tan («i taite ) 



c) Cas du frottement 

Si pour le cas precedent, F > F ljmjte = fl s . N, le colis se met a glisser dans le plan hori- 
zontal. II y a frottement entre le sol et le colis. Le glissement continuera a vitesse uni- 
forme si F = jx. N (la valeur de fx IV etant legerement inferieure a fx s .N). Le mouve- 
ment sera accelere si F est superieure a cette 
nouvelle valeur limite. 



N=P 

T = F = /j. . N 
/ = /x =tan?> = ^ 


(JL = f = factcur de frottement 

(ou coefficient de frottement) 


: 

p = angle de frottement 

: 




Fig. 3 
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7. Frottement 



Remarques 

La force de frottement T = N = / N s' oppose 
au mouvement du colis et est a l'origine des pertes 
d'energie par frottement. Si l'objet est arrete il 
faudra, pour le remettre en mouvement, fournir 
un effort F ^ /x s N. Les phases observees sont 
resumees par le graphique figure 4. 



4- « 



kT 



6quilibre limite 



.. T=f.N=u.N 


♦V 








f 


aanerence 


*r 

giissemem 



Fig. 4 



2.Exemple2 



Posons le colis de l'exemple 1 sur un plan incline (0) dont Tangle d'inclinaison (a) est 
variable. A schematise la resultante des actions de contact exercees par le plan sur le colis. 




MB- t> 



Les phases et les proprietes precedentes sont retrouvees : 

- Si a < (p , la caisse en equilibre reste en equilibre (A*= - F). 

- Si a = <p, la caisse en mouvement continue sa descente a vitesse constante. 
Pour ce cas T = f N = fx N avec N = P cos a. 

-Si a > <p, la caisse en mouvement continue sa descente a vitesse acceleree, 7 reste 
egale a fiN et N = P cos a. 



3. Facteur ou coefficient de frottement 

[A ou /, /x s ou f s cp s et <p ne dependent ni de l'intensite des efforts exerces, ni de leten- 
due des surfaces en contact. lis dependent essentiellement de la nature des materiaux en 
contact et dans une moindre mesure de la qualite (rugosite) des surfaces en contact, 
ix et <p varient aussi avec la vitesse relative de deplacement des surfaces en contact. 



Valeurs indicatives 


Adherence 


Frottement (glissement) 


de jLt s et [l 


= /, = 


tan (p s 


IX — f — tan <p 


nature des materiaux 
en contact 


ci sec 


lubrifie 


a sec 


lubrifie 


acier sur acier 


0,18 


0,12 


0,15 


0,09 


acier sur fonte 


0,19 


0,1 


0,16 


0,08 a 0,04 


acier sur bronze 


0,11 


0,1 


0,1 


0,09 


teflon sur acier 


0,04 




0,04 




fonte sur bronze 




0,1 


0,2 


0,08 a 0,04 


nylon sur acier 






0,35 


0,12 


bois sur bois 


0,65 


0,2 


0,4 a 0,2 


0,16 a 0,04 


metaux sur bois 


0,6 a 0,5 


0,1 


0,5 a 0,2 


0,08 a 0,02 


metal sur glace 






0,02 




pneu voiture sur route 


0,8 




0,6 


0,3 a 0,1 sur sol mouille 
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Statique 



4. Cone de frottement 

Utilise avec les resolutions graphiques, le cone de frottement permet de donner une 
"image" au frottement et simplifier les etudes. 

Caracteristiques 

- (A) est le point de contact entre les 
solides (1) et (2). 

- (t) est le plan tangent en A au 
contact entre (1) et (2). 

- (n), appelee normale au contact, 
est perpendiculaire en A a (t). 

- le cone de frottement est le cone de 
sommet A, d'axe n, et de demi-angle 
au sommet <p (cone de frottement) ou 
% (cone d' adherence). Fig. 6 

Remarque : dans la plupart des exercices et dans un but de simplification, on confond 
adherence et frottement (<p s = <p et [l s = [A = tan <p). Ce qui est vrai dans un plan Test 
egalement dans toutes les directions de l'espace autour de l'axe n. 



plan tangent 
en A au contact 



cone 

d'adherence 




II ■ Lois du frottement (Ms de Coulonib) 

Les lois sont exprimees pour deux solides (0) et (1) en contact en un point A. A 0/1 sche- 
matise Taction exercee par 0 sur 1. Un cone de frottement est utilise pour aider a la 
comprehension et simplifier les interpretations. 

a) Cas de l'adherence 

- II n'y a pas de mouvement. 

- La force d'adherence T a s' oppose 
au mouvement eventuel de (1) par 
rapport a (0). 

- A 0/1 est contenue dans le cone de 
frottement d'adherence. Autrement 
dit : 



an 



mouvement 
eventuel de 1 
par rapport a 0 





a 



Fig. 7 



b) Cas de l'equilibre limite ou de l'equilibre strict 

II y a adherence, on est dans le cas particulier oil a = <p s et T a = jU^-N = / S .N. 
A 0/1 est situee sur le cone de frottement d'adherence. 

c) Cas du frottement avec glissement 



mouvement de 1 
par rapport a 0 



"A1/0 





"A1/0 



A T 



Fig. 8 
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7. Frottement 



V^l/0 caracterise la vitesse de glissement du point A appartenant au solide (1) par rap- 
port au solide (0). 

La force de frottement T'est opposee a V M/0 (s'oppose au mouvement), A 0/1 est situee 
sur le cone de frottement. Autrement dit : 

a = <p et T = jiN = f. N a v e c / = tan <p 



Fig. 9 



d) Exemple 

La voiture proposee est 
en equilibre dans la posi- 
tion indiquee, les roues 
avant sont decollees du 
sol (pas de contact en A) 
et sont en contact en B 
avec un trottoir de hau- 
teur h. Les frottements en 
B et D sont caracterises 

Pjf /b = /d = 0.8- 
P*( 1 800 daN) schematise 
le poids du vehicule. Les 
roues arriere sont mo- 
trices et les roues avant porteuses. La voitu- 
re peut-elle monter sur le trottoir sans elan ? 
Resolution 

a) Isolons les roues avant (3). 

Les roues (porteuses) sont soumises a Tac- 
tion de deux forces egales et opposees dont 
la ligne d' action est AB : 

^0/3 = - ^1/3 

b) Isolons l'ensemble du vehicule (1 + 2 + 3). 
Le vehicule est soumis a Taction de trois 
forces concourantes au point J (/ est situe a 
1' intersection de P avec B 0/3 ). 

Pour la configuration 
donnee, l'equilibre du 
vehicule impose que D 0 / 2 
passe par /, ce qui n'est 
possible que si a > cp (D 0/2 
en dehors du cone de 
frottement). On est en 
contradiction avec les lois 
du frottement, autrement 
dit, les roues arriere pati- 
nent en D sur le sol, la 
voiture ne peut pas mon- 
ter sur le trottoir. 





Fig. 10 



Bilan des forces exterieures 




PS 


D 


/ (daN) 




B 


AB 


? 




G 


Verticale 


1 800 daN 




D 


? 


? 



cdrie de frottement en D 




1 800 daN 



impossibility 



Fig. 11 
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UE 



Remarque 1 : la hau- 
teur maximale (h limite ) que 
le vehicule peut grimper 
est obtenue lorsque les 
roues arriere sont a la 
limite de 1' adh erenc e et 
du glissement (D 0/2 est 
situee sur le cone de frot- 
tement en D). 




Fig. 12 



Remarque 2 : les performances peuvent etre ameliorees en chargeant davantage 1' ar- 
riere du vehicule afin de deplacer le centre de gravite G vers la droite et rapprocher ainsi 
/ du cone de frottement en D. 



c) Cas des roues avant motrices 
Les roues arriere sont 
porteuses, il en resulte 
que D 0/2 passe par C (rai- 
sonnement analogue a 
celui du paragraphe a) et 
est parallele a P. 
L'equilibre n'est possible 
que si B 0/3 est Parallele 
aux deux autres forces, ce 
qui implique que a B > <p. 
On est encore en contra- 
diction avec les lois du 
frottement et les roues 
avant patinent en B. 

d) Cas de quatre roues motrices 
11 existe une infinite de 
solutions possibles. Seule 
condition : le point d' in- 
tersection / des trois 
forces concourantes doit 
etre situe sur 'la direction 
de P, entre les points 
limites M et N des cones 
de frottement en B et D . 
Autrement dit, quel que 
soit / entre M et N, B 0/3 et 
D 0/2 sont a l'interieur de 
leurs cones respectifs et la 
voiture monte sur le trot- 
toir. Une resolution est 
possible en supposant : 
a, = a,. 





Icone en B 



Fig. 14 



7. Frottement 



III • Applications usuelles du frottement 

1. Coins et cones 

a) Principe 

Un coin est un organe simple permettant de transformer une charge appliquee en une 
autre, beaucoup plus grande, dans une direction approximativement perpendiculaire. 

Exemple : cale de reglage a pente 



charge (1) 





F= P[tan(0+<p) + tan <p] 



Fig. 15 

La cale a pente (2) permet de soulever la charge (1) de poids P. En general, les equi- 
libres de solides se ramenent a trois forces concourantes et des hypotheses supplemen- 
taires sont indispensables pour placer les diverses resultantes. 

b) Formules utiles 



Au serrage 




F S = P [tan + (pj + tan (ft. 


+ <P 2 )1 


En deverrouillage 




F d = P [tan {6 1 - (ft) + tan (0 2 - 


-<Pii\ 



= tan«P 1 




P 












\ 




K 

2 — ». 




(serrage) 













/ 



Fig. 16 

c) Assemblage par cones 

Les assemblages par cones sont de la meme famille. 

Si p est la pression de contact entre les deux cones, celle-ci doit etre inferieure a la pres- 
sion de matage. 

II y a coincement entre les cones lorsque a < (p. 
La COnicite C est egale a : 



r-D-d 



M (couple) 




c _ 
s _ 


p .% \r 2 - 


r 2 ) (1 + f /tan a ) 




p .k \n 2 - 


r 2 ) (1 - f /Xan a ) 


M = 


\p.k\r 3 


- r 3 )//sina 



M: couple transmissible (Nm) 

F s et F d : efforts (N) 

p : pression de contact (Pa) 

R et/- : rayons (mm) 

/: facteur de frottement (sans unite) 



ig 



17 
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2. Palier lisse, coussinetet articulations cylindriques 

On se place dans le cas d'un fonctionnement a sec ou legerement lubrifie (pas de fonc- 
tionnement hydrodynamique). 

F schematise la charge sur l'arbre ou sur le palier. 
/ = tan tp caracterise le frottement entre arbre et 
logement 

A 0/1 = N + T, en A, est la resultante des actions exer- 
cees par le logement sur l'arbre. A,/; est tangente au 
cercle de centre 0 et de rayon X = R sin (p. 
Test la resultante des forces de frottement. 
M est le couple necessaire pour vaincre le frottement. 
On montre : Fig. 18 




M = F.r = FR sin q> - F . f . R - H . F . R (pfaible) 



Exemple : prenons le cas d'un levier articule transmettant un effort A a une barre (1) 
articulee en A. F (150 N) schematise Taction de l'operateur, (A — f - tan <jP = 0,32. 
Determinons les actions exercees par la tige (A ) et celles entre 3 et 2 (R 3/2 ) a l'equilibre. 

Resolution : le levier 2 
est soumis a Taction de 
trois forces concourantes 
(en I), F^verticale (150 N) ; 
A 1/2 horizontale en A ; 
R 3/2 tangente au cercle 
R sin (p = 65 sin <jP = 19,8 
s'oppose au mouvement 
eventuel de 2 par rapport 
a 3. 



Resultats 




Fig. 19 





»-v— ■ — ^~~~~| 

, r f(150N 
COne de frottement en / 



Fig. 20 



3. Paliers a butee, disques de friction 

Les paliers a butee sont utilises pour epauler ou arreter les arbres et les axes de trans- 
mission. Les disques de friction, analogues dans le principe, sont employes dans les 
freins et embrayages. 

Formules utiles : f = fX caracterise le frottement entre les surfaces frottantes, F est T ef- 
fort presseur et M le couple transmissible entre (1) et (2). 



/ . iroiiemeni 



2 















„ 0d=2r „ 



surface 
frottante 





F 




y 




0d=2r. 




0D=2R 




M : =±fFr 



»3 



2 

3 sin 



in c^„2 



^3 



Fig. 21 

4. Systeme vis-ecrou 

Afin de simplifier l'etude, prenons le cas d'un filet carre (non normalise) : a est Tangle 
d'helice ; p le pas ; r le rayon moyen ; F la charge axiale sur la vis ; C m le couple neces- 
saire a la montee de la vis ; C d le couple necessaire a la descente de la vis. 
/ = fl = tan (p est le frottement entre vis et ecrou. 

L'etude est derivee de celle du mecanisme a coin (paragraphe 1). Le filet peut etre com- 
pare a un coin enroule autour d'un cylindre (angle coin = angle helice). 



c m = 


F . r tan (a + <p) 


c d = 


F . r tan (<p - ot) 


cas a < 


tp de rirreversibilite 


C - 


F . r tan (a - q>) 



C, est le couple necessaire au maintien 
pendant la descente dans le cas de la 
reversibilite a > (p. 

Remarque : C' d a meme sens que C m 
alors que C d est de sens oppose. 

h-reversibilite : l'irreversibilite est la 
propriete qui permet a un ecrou de ne 
pas se desserrer apres avoir ete bloque. 
Elle est obtenue si a < (p. 
Dans le cas de l'irreversibilite, la vis sou- 
mise a la charge F reste en place sans 
couple supplementary. 
Si le systeme est reversible (a > <p), un 
couple supplementary C, sera neces- 
saire pour maintenir la vis en place. 
Dans le cas contraire, la vis descend 
seule sous Taction de F. 




Fig. 22 



descente 




descente 




reversibilite 



cas a<q> 
irreversibilite 



Fig. 23 
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Rendements (filet carre) 



A la montee : r\ 



tan a 
tan (a + <p) 



A la descents (a > <p) : 77 - 



tan a 
tan (a - $ 



Cas d'un filet triangulate ISO (9 = 60°, a = angle d'helice) 



C m -F.r 


tan a + / 1 1 + tan 2 1 cos 2 




1 - / • tan a|l + tan 2 1 cos 2 aj 5 



5. liens flexibles (courroies, cables, etc.) 

Les liens flexibles peuvent etre des cables, cordages, bandes de freins, courroies.. . 

T 1 et T 2 schematisent la tension du lien (T 2 > et /J Tangle d'enroulement sur la pou- 

lie ou le tambour. 




trongon Wisole 



69/2, 



y 




f.dA/~i 

A- 


d/V' ' 



,d 0/2 



r+dr 



0 



Fig. 24 

La relation de base s'obtient en isolant un troncon elementaire IJ {d$ tres petit, dN sche- 
matise l'effort normal, /dN la force de frottement avec le tambour et dT l'accroissement 
de tension du lien). On montre (e exponentielle) : 



T 2 = T, . eP 



^ = Tie (s^a) 

(courroie trap6zoTdale) 



Exemple : determinons le rapport des 
tensions d'une corde enroulee sur un 
tambour dans le cas d'un enroulement 
d'un demi-tour et dans le cas d'un tour et 
demi (jU = / = 0,25). 

a) Dans le cas d'un 1/2 tour : j3 = 71 et 
T 2 = T 1 e<°' 25x ' t )= 2,2 TV 

b) Dans le cas d'un tour et demi : 
P = 3% et 

T 2 = Tj e < 0 ' 25x3 **> = 10 6 Tj 
Remarque : T 2 est multipliee par 5 envi- 
ron en faisant un tour supplementaire. 



1/2 tour 



3/2 tour 




corde 



tambour 



7-2 = 2,2 7^ 




r 2 = 10,6 



Fig. 25 
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IV - Resistance au roulement 



7. Frottement 



. mouvement 




bourrelet de matiere \ 
s'opposant au emplacement 





Fig. 26 

Au cours du roulement sous la charge un bourrelet de matiere se forme devant l'ele- 
ment roulant et s'oppose au mouvement, e'est la resistance au roulement. 
R schematise la resultante des pressions de contact exercees par le bourrelet sur l'ele- 
ment roulant entre a et b. 

F R represente la force qu'il faut exercer pour assurer ou maintenir le roulement de l'ele- 
ment roulant. 

L' application du principe fondamental de la statique donne : 



F R = j F raciedr a 
rayon de 



a coefficient de resistance au roulement 

a 



/b= 7 ' f t 
r lelement 



de frottement de roulement 

roulant 



Remarque : a depend de nombreux parametres : elasticite des materiaux, rayon de la 
roue, vitesse de deplacement, rugosite des surfaces, etc. 



Materiaux en contact 


a (mm) 


acier sur acier 


0,4 


fonte sur acier 


0,5 


elastomere sur bitume 


3a 15 


pneu sur bitume 


20 a 30 


roue metallique sur beton 


10 a 15 


roue wagon sur rail 


0,5 a 1 



Dispositifs 


k 


roulements a billes 
roulements a rouleaux 
roulements a aiguilles 


0,0015 

0,002 

0,004 



V • A rc-boutement 

Regulierement utilise, l'arc-boutement est une consequence du frottement et de 1' adhe- 
rence. De nombreux dispositifs fonctionnent sur ce principe : serre-joint, echelle, roue 
libre, serrage par excentrique.. . 

Dans certains cas (coulisseaux, etc.), l'arc-boutement engendre des blocages intempes- 
tifs et est a proscrire. 
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Statique 



Definition : pdur un solide soumis a Taction de n forces exterieures, on dit qu'il y a arc- 
boutement chaque fois que le phenomene de frottement provoque une impossibilite de 
mouvement (ou Tequilibre), quelle que soit Tintensite des forces mises en jeu. 



1. Arc-boutement sous Taction de deux forces egales et opposees 

Exemple : roue libre 

Tres utilisees, les roues libres transmettent le mouvement de rotation recu uniquement 
dans un seul sens (embrayage ou blocage dans un sens, debrayage dans 1' autre). Elles 
peuvent, selon les montages, assurer des depassements, des indexages, des antidevi- 
rages ou des antiretours. 

Principe 



rouleau (rayon i) 




tambour 



arbrc sums. 



sens roue-lihro 
tambour 



™ 2a =ro 



Fig. 27 

Le poids du rouleau et Taction du ressort sont negligeables devant les resultantes A et B. 
Le rouleau est soumis_a Taction de deux forces A et B qui en cas d'equilibre doivent etre 
egales et opposees (A = - B, ligne d'action AB). D'apres les lois du frottement, l'equi- 
libre n'est possible que si A et B sont contenues dans leurs cones de frottement respec- 
tifs en A et B. II en resulte que Tangle d'inclinaison (or) de la direction AB par rapport a 
la droite OA doit etre inferieur a Tangle de frottement (<p) : a < <p. De meme, les para- 
metres R, r, h, a de la roue libre sont lies par la relation : 



cos 2 a ■■ 



h + r 
R-r 



2. Arc-boutement sous Taction de trois forces et plus 

Le dispositif experimental propose figure 28 se comporte comme de nombreux meca- 
nismes usuels bases sur T arc-boutement (serre -joint, etc.). 

L'appareil se compose d'un coulisseau (1 + 2 + 3), (2) et (3) sont des piges ou des axes 
encastres dans la plaque (1). Un crochet reglable (4 + 6), qui peut etre deplace dans une 
rainure oblongue entre M et N supporte la charge P. 

Remarques : on peut considerer P comme une sorte de resultante d' actions diverses 
qui seraient exercees sur le coulisseau. Pour certaines positions de P entre M et N 
(X > X 0 ), le coulisseau reste en equilibre en s'arc-boutant en A et B. Pour d'autres posi- 
tions (X < X 0 ) il y a glissement vers le bas de celui-ci. 
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7. Frottement 



Equilibre de 1 + 2 + 3 

- II y a frottement ou adherence 
en A et B et les actions A 5/3 et 
B 5/2 s'opposent au glissement 
vers le bas du coulisseau. A 
l'equilibre, A 5/3 , B 5/2 et P sont 
concourantes en /. 

- Pour la position particuliere 
X = X 0 , A 5/3 et B 5/2 sont situees 
sur leur cone de frottement et les 
trois forces sont concourantes 



en 



In 



Fig. 28 



(pivot r^glable) 




- Si X < X 0 , l'equilibre n'est pos- 
sible que si A 5/3 ou B 5/2 est en 
dehors de son cone de frotte- 
ment, ce qui est en contradiction 
avec les lois du frottement. Pour 
ces cas, il y a toujours glissement. 

- Si cp A = (p B = tp on montre que : 



X 0 = 



2 tan (p 2 



mouvement 
eventuel 
du coulisseau 



Fig. 29 



5s *'n< 



x<x 0 



>x n 







glissement 


arc-boutement 



ID 

IP 

llOdaN 



EXERCICES A RESOUDRE 



Q La cle a excentrique proposee permet de serrer des ecrous ou des vis (3) de 
dimensions differentes. Le profil en came du manche (1) est realise de facon que la 
droite AD conserve une direction fixe (30" par rapport au manche), quel que soit 
l'ecrou. F (10 daN), perpendiculaire au manche, schematise Taction de l'operateur ; 
les poids sont negliges ; le frottement en A est jl A = f A = 0,15. 

a) Isoler le manche (1), en deduire les actions exercees en A et B. 

b) Determiner le couple de serrage sur l'ecrou. 

Rcponse 

Rep. : A, = - B x = 62,5 daN ; B„ = 59,8 ;A, = 49,8 ; C = 13,4 Nm. 




Fig. 30 
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Statique 



Q Une voiture est a 1' arret 
dans une pente de 20 % ; le 
frein a main actionne agit sur 
les roues avant, les roues arrie- 
re sont en roue libre. P 
(1 335 daN) schematise le poids 
du vehicule, les actions exercees 
sur les roues en A et B sont 
schematisees par des vecteurs- 
forces passant par ces memes 
points. Le frottement en A est 
caracterise par fl A = f A = 0,6. 

a) Isoler 1' ensemble de la voitu- 
re (1). L'equilibre de la voiture 
est-il possible ? Si oui, determi- 
ner les actions en A et B. 

b) A partir de quelle pente y a- 
t-il glissement du vehicule ? 




mne de frottement en A (tan<p= f=0,6) 



Fig. 31 



i: 



B BeDrendre. l'exercice 2, le frein a main 
agit sur les roues arriere et les roues avant 
sont en roue libre, fi B = f B = 0,6. 

Riponse 

pas de glissement ; A = 458 daN ; B = 891 daN. 



Ul Reprendr e l'exercice 2, le frein a 
main est relache et le frein a pied, 
actionne, agit en A et B ; f A = f B = 0,6. 

Riponse 

trois forces parables ; pas de 
A = 467 daN ; B = 868 daN. 



B La position de la piece (2), suppor- 
tant une charge verticale P (2 000 daN), 
est ajustee en hauteur par une cale en 
pente (1), angle de 5,71°. Les frotte- 
ments entre (0 et 1) (1 et 2) sont carac- 
terises par jl = j = 0,15. Le frottement 
entre 0 et 2 est neglige, a) A partir de 
quelle valeur de F le levage de (2) est-il 
possible ? b) Quelle force faut-il exercer 
pour abaisser la charge ? 

2^ (2 000 daN) 




Fig. 32 



0=5,71° 



Reprendre l'exercice 5, avec 



/ = 0,35, le frottement entre 0 et 2 
n'est pas neglige, 6 = 8". 

Riponse 



F = 2 120 daN ; F = - 1 030 daN. 



H Une presse a vis se compose d'une 
vis a filet carre 2 (pas 8 mm) manoeuvred 
par un volant 3, un Mti fie 1 et une 
plaque de serrage 4 ? Les frottements 
entre les filets de la vis et ceux de l'ecrou 
sont caracterises par fi = f = 0,2. 

a) Determiner le couple necessaire a 
exercer sur le volant pour engendrer un 
effort presseur de 400 daN. 

b) Quel couple faut-il fournir pour des- 
sener la piece 5 ? 

Reponse 



4,32 Nm. 
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7 Frottement 



[_) Un tendeur de cable se compose 
d'un ecrou (1) et de deux vis (2) et (3) de 
diametre moyen 36 mm et de pas 
4 mm. a) Un couple de 240 Nm est 
necessaire pour tendre le cable a la 
valeur souhaitee. Determiner F ~si / = y 
= 0,2 entre les filets supposes carres. 
b) Determiner le couple de desserrage. 




Fig. 34 



(filet a droite) 



Une poche (2), utilisee pour le 
transport de l'acier en fusion, est soule- 
vee par deux crochets (1) symetriques. 
Le basculement est realise par une 
barre (3) articulee en B sur la poche. 
Les liaisons en A et B sont des liaisons 
pivots de centres de meme nom, P 
(1 000 daN) schematise le poids de la 
poche. Le frottement en A est : 

A partir de quelle valeur de B obtient- 
on le basculement de la poche ? 
Indiauer la position de la generatrice de 
contact entre 1 et 2. 




Fig. 35 



Q Une cle pour serrer des filtres a huile 
d'automobile se compose d'une bande 
en acier, articulee en A et B (pivots) sur 
un levier, et enroulee autoyr du filtre 
comme l'indique la figure, f schematise 
l'effort de serrage exerce par l'operateur. 
Si R = 50 ; f = y = 0,3 (entre bande et 
filtre) ; OA = AB = 50 mm ; L = 150. 
Y a-t-il compatibilite entre les dimen- 
sions du levier et les capacites de la 
bande ? 

Riponse 



OUi ; capacite bande 
capacite levier 



filtre 



4,81 T A 




Fig. 36 



Q Pour le frein a bande propose, f 
schematise l'effort de freinage, 7^ et T 2 
les tensions de la bande (T 1 > T 2 ) et fi 
Tangle d'enroulement sur le tambour. 
L' articulation A est commune a la 
bande et au levier. La bande est 
manoeuvree en B (pivot) par le levier. 
a) Determiner l a valeur de T 2 en fonc- 
tion de F. b) En deduire le couple (C) 
de freinage en fonction de T 2 . 

Reponse 



C=&(e"-1)R 




l_) Reprendr e l'exercice 11 
avec le frein a bande differen- 
tiel propose. La bande est 
articulee en B et C sur le 
levier. A est une liaison pivot 
fixe. 




Fig. 38 
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Statiqoe 



• HI Un barbecue pour cheminee d'inte- 
rieur se compose d'un socle (2) avec tige 
verticale parallelepipedique et d'une grille 
de cuisson (3) solidaire de deux axes 
cylindriques (5) et (6). L'ensemble (3 + 4 
+ 5 + 6) est reglable en hauteur. P 
(6 daN) est le poids de l'ensemble, les 
actions en A et B entre 2, 5 et 6 sont 
schematisees par des vecteurs -forces pas- 
sant par ces points, jx= f A = f B avec 
/„=0,08. 

a) Montrer q ue l'ensemble (3 + 4+5+6) 
reste en equilibre et qu'il y a arc-boute- 
ment en A et B quelle que soit la valeur 
de P. 

b) Determiner l a valeur des actions en A 
et B si P = 6 daN et si celles-ci ont meme 
inclinaison (a, = a B ). 




Fig. 39 



Q line pince pantographe utilisee en 
manutention est accrochee en A a un palan 
(1). Elle se compose de deux banes (2) et 
(3), articulees en A sur (1) et en C et B a 
deux leviers (4) et (5). Les leviers sont arti- 
cules entre eux en D et en £ et F a deux 
patins (6) et (7) qui * pincent » la charge a 
soulever (8). Les liaisons en A, B, C, D, £ 

et F sont des liaisons-pivots dont les Fig. 40 100 380 | 100 
centres portent le meme nom, les actions "*> r" H r*" 

en ces points seront schematisees par des vecteurs-forces. P (100 daN) schematise le 
poids de la charge (8) ; les autres poids sont negliges ; l'ensemble est symetrique et les 
frottements entre 6, 7 et 8 sont fi = f = 0,8. Du fait de la symetrie, on admettra sans 
demonstration que D 4/5 ou D 5/4 est horizontale (ou perpendiculaire a AD). 

a) Determiner les actions exercees en A, B, C, D , £ et F. 

b) Pour quelle valeur d e / la charge (8) glisse-t-elle vers le bas ? 

Riponse 

A x = 0 ; A u = 100 daN ; C x - 410 = - B, ; C v = B v = 50 ; D x = 640 ; D 9 = 0 ; E x = - F, = 230 ; £ y = F 9 = 50 ; / < 0,217. 




?100daN 



Ul La pince proposee est utilisee en 



traitement thermique pour la manipula- 
tion de petites pieces. £ et -£ schema- 
tisent les actions de l'operateur. Les 
poids des pieces sont negliges ; l'en- 
semble est symetrique et en position 
horizontale. Quelle doit etre la valeur 
minimale du frottement en A et B 
{f A = f B = f) pour que le cylindre (1) 
(0 = 150 mm) reste en equilibre ? 




Fig. 41 
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STATIQUE 
DANS L'ESPACE 

Objectifs 

■ Rappeler quelques notions indispensables aux etudes dans 
l'espace : vecteurs positions, coordonnees d'une force et vecteurs- 
moments. 

■ Enoncer le principe fondamental de la statique pour un systeme 
d'actions dans l'espace. 

■ Indiquer les principaux cas particuliers d' application. 



En statique dans l'espace, les actions, les vecteurs-forces et les vecteurs-positions sont 
definis dans les trois dimensions (x, y, z). La notion de moment algebrique ou scalaire 
utilisee en statique plane ne suffit pas. fl est necessaire d'utiliser la notion de vecteur- 
moment (voir chapitre « moments et couples ») pour appliquer le principe fondamental 
et resoudre les exercices. Sauf cas particuliers de symetries, les resolutions graphiques 
ne sont plus utilisables. Pour ce chapitre, l'utilisation des vecteurs-forces est suffisante 
pour schematiser les actions mecaniques. S'il est necessaire de detailler les actions exer- 
cees sur les liaisons (voir chapitre suivant « torseurs d'actions mecaniques »). Le passage 
du plan (x,y) a l'espace amene une dimension supplementaire (z) et multiplie par deux 
le nombre des equations et les difficultes de calculs. 



1 • Rappels 

1. Vectenrs positions 

lis permettent de definir la position des differents points 



oa~xJ+yJ + zJ 



A partir de OA et OB\ on peut determiner AB* tel que 
Alf = ACt+ 03 = OB*- Uti 





/ y ligne d'action de F 



Fig.l 
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STATIQUE 

2. Coordonnees de la force F 



F*=F x .~t + F v .f+F l . t 



Remarque : F = F . u^= F cos 6 X i + F cos 6 y j + F cos 0 2 k 

avec : = cos 9 X T+ cos 0 y f+ cos 0 Z Ic 
||u^|| = cos 2 0 X + cos 2 0 y + cos 2 6» = 1 

3. M oment de la force F par rapport au point A 

Si B est un point quelconque appartenant a la ligne d' action de F, le moment au point 
A de F est defini par le produit vectoriel : 



Remarque : le module du vecteur est ||Ma(F*)|| = AB . F . sin 6 
9 etant Tangle entre AB et F. 



II • Principe fondamental de la statique 

Le principe fondamental a ete enonce une premiere fois dans le chapitre statique plane. 
L'enonce qui suit n'en differe que par 1' equation du moment resultant, ecrite sous forme 
vectorielle en utilisant des vecteurs-moments. 

Le principe des actions mutuelles, le principe de transmissibilite des forces, l'isolement 
d'un solide, la methode generale de resolution d'un probleme de statique et l'application 
aux ensembles de solides sont inchanges (voir statique plane). 

1. Enonce 



Un solide en equilibre sous Taction de n forces exterieurs F v F 2 , F 3 , . . . , F n reste en 
equilibre si : 

a) la somme vectorielle des n forces est nulle 



A > Z$ ft jt 

jLF i ^F 1 +F 2 +F 3 +...+F n -0 



b) le moment resultant des n forces en n'importe quel point A de Tespace est nul 



± Mjfi) = M^H) i Mjfy + Mp 3 ) +. M4|> 6 (2) 



Les equations vectorielles (1) et (2) donnent chacune trois equations scalaires de projec- 
tion sur les axes x, y et z. 

Dans le cas le plus general, on disposera de six equations scalaires qui permettront de 
determiner, au plus, six inconnues. Les inconnues sont les coordonnees Fpc, F,y et FjZ 
des forces F f (on peut egalement utiliser le module de la force et deux angles). 
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8. Statique dans I'espace 



2. Forme generale des equations de projection 



\F lZ ) [FzzJ \F? 




TiF i x = F 1 x + F 2 x + F 3 K + ... + F r pc = 0 (1) 
ZfTy = F 1 y + F 2 y + F 3 j; + ...+F n y-0 (2) 
ZF^FjZ +Fg + F 3 z + ...+F n z = 0 (3) 



M A (F) = M A x(F) .T*+M A y(F] -T + M A z [F] . fc' 



M A xfF 2 ] 



M A xfF] 



M.xfF] 



M^M^U M A {F 2 ){M A y{F 2 )\ M A [F 3 )t M A y{F 3 ) \ ... M A [F n ) M A y [F n 

m aZ (f 1 )J [m aZ (f 2 )J [M AZ (F 3 )j m aZ (f; 

Z M A x $ = M A x (/? ) + M A x (j?) + M A x (if) + . . . + M A x (/?) = 0 (4) 
£M$)-tf=>{ lM A y(?) = M A! ;^ + M A y(g) + M A y(g) + ...+M / j;(?) = 0 (5) 
lM A z(^) = M AZ (F;) + M A z(^) + M AZ (g) + ... + M AZ (F;) = 0 (6) 

Remarque : si M 1 est un point quelconque de la direction de F v M 2 un point quel- 
conque de F 2 , M 3 un point de F s , etc. 

= AM; a F7 ; M#3 = AA^ a Ft ; = AM** a ; etc . 



Cas particuliers 



Solide isole 



Equation 
de projection 



Nombre 

maximal 
d'inconnues 



Cas ou toutes les forces 
sont concourantes 
au meme point 




'2 F,x=0 
2 Fj=0 
.2 F,z=0 



Cas ou toutes les forces 
sont concourantes 
sur la meme droits 




2 FfX=0 

2 F,y= 0 

2 F,z= 0 

2 M A y(Fi)=0 

2 M A z(F i )=0 



Cas de forces 
paralleles 




Cas ou toutes les forces 
sont contenues 

dans un meme plan (x,y) 
(statique plane) 




'2 F,x=0 
2 M A y(F,)=0 
.2 M A z(F,)=0 



2 F,x=0 
2 F,y= 0 
.2 M A z(Fj)=0 



Cas general 




'2 F,x=0 
2 F,y = 0 

2 F,Z=0 

'2 M A x(Fj)=0 
2 M A y (Fj)= 0 
.2 M A z(FJ=0 
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EXERCICES RESOLUS 



D Une porte coulissante se compose d'un panneau (1) equipe de deux galets de rou- 
lement (2. et 3) et d'un rail de guidage (5) fixe horizontalement sur un mur (6). La stabi- 
lity laterale de la porte est assuree en A par un galet (4) dont l'axe de rotation est verti- 
cal (Z). Les galets (2) et (3), axes de rotation paralleles a X, sont en contact en B et C 
avec le rail. 

La porte est en equilibre dans la position indiquee, les frottements et la resistance au rou- 
lement sont negliges. Le poids de l'ensemble (1+2+3) est schematise par P (500 daN) 
en G. Les actions exercees en A, B et C sont schematises par des vecteurs-forces pas- 
sant par ces memes points. 

Isoler l'ensemble (1 + 2 + 3) ; en deduire les actions exercees en A, B et C. 




Fig. 3 



Resolution 

L'ensemble (1+2 + 3) est soumis a Taction de quatre forces exterieures : P, B 5/2 , 
et A 4/1 ; appliquees en G, B, C et A, et de coordonnees cartesiennes : 



c, 



5/3 



0 
0 

-mg = - 500 daN 











1 B if } 











Les coordonnees inconnues A„ B x , B z , C x et C z sont toutes supposees positives (orien- 
tees positivement) au depart de l'exercice. Appliquons le principe fondamental de la sta- 
tique : 



a) La somme vectorielle des 4 forces est nulle : 

^+^1 + 5^ + 0^ = 0* 

En projection sur les axes X, Y, Z, on obtient : 

sur X : S F. t X = 0 + A x + B x + C x = 0 
surY:IF,. Y=0 + 0 + 0 + 0 = 0 
sur 2 : 1 F ; Z = - mg + 0 + B 2 + C z = 0 

II en resulte 2 equations significatives : 



A x + B x + C x =0 (1) 
B, + C z = mg = 500 daN (2) 
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H. Statique dans I'espace 



b) Le moment resultant en n'importe quel point de I'espace des 4 forces est nul. 
Afin de simplifier les calculs, choisissons le point B. Notons que le point C est aussi inte- 
ressant. 



M B (P) + M B (C 5/3 ) + M B (A 4/1 ) - 0 avec M B (B 5/2 ) = 0 



M b {P) = BGaP = 



-1200 0 

-2000 -mg 



— 200 rrifg) 
0 



M4P 5/ J = BC a C, 



5/3 



0 








3000 


c x 




3000. q 


0 


Q 




-3 000. C x 



M B (A 4/1 ) = BAaA 4/1 = 



-180 
3900 
-4000 



0 

-4000. A, 
-3900. A, 



En projection sur les axes X, Y, Z, l'equation du moment nous donne : 



surX :SM B x(^) = - 1 500. mg + 3000. C z = 0 (3) 
sur Y:£M B y (/?)= -200. mg - 4000. A x =0 (4; 
surZ:SM B z(^)= - 3000. Q- 3900. A x =0 (5) 



1 500. mg or „ , „, 

^ = H3MT = 250daN 

. -200. mg 
^ A x=- T o^ = -25daN 



Remarquons que Ton dispose pour cinq equations de cinq inconnues, la resolution com- 
plete est done possible. Reprenons les equations (1) et (2) pour terminer le calcul : 
(2) B z = 500 - C z = 500 - 250 = 250 daN 
(1)->B X Z =-A,-C X = 25 - 32,5 = - 7,5 daN 



Resultats 



f-25daNl 


f-7,5daNl 


_^ f 32,5 daN 1 


A„| 0 ) 


bJ o 


C 5/3 0 




[ 250 daN J 


[ 250daNj 



I B^ 2 1 = V7,5 2 + 250 2 = 250,1 daN 
I C^ 3 1 = ^32,5 2 + 250 2 = 252,1 daN 



Remarques : lorsque Ton deplace la porte, a devient variable ; 

BA*= - 180 f + (1 500 + a)~j- 4 000 k ; seule l'equation (5) est modifiee et donne : 

r _ (1 500 + a) A (1 500 + a) x 25 ,™ 

Lx= juuu~ * — JOUO (b > 



B z = 250 daN ; C z = 250 daN ; A, = - 25 daN ne changent pas. Seules B x et C x varient 
et verifient les equations (5') (1) 



a (mm) 


0 


500 


1000 


1500 


2 000 


2 500 


3 000 


C x (daN) 


12,5 


16,7 


20,8 


25 


29,2 


33,3 


37,5 


B x (daN) 


12,5 


8,3 


4,2 


0 


-4,2 


-8,3 


- 12,5 
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Statique 



H Le dispositif propose represente, en coupe, une partie d'un reducteur a roue et vis 
sans fin. L'arbre de la vis (1) est monte sur deux roulements (3) et ( 4). L es a ction s exer- 
cees par les roulements sont schematisees par les vecteurs-forces B 3/t ^t C 4/1 passant 
par les points B et C. L' action du moteur est schematise par le couple C = - 100 j (Nm) 
en D. L' action de la roue dentee (2) est schematised par la force A„, en A avec 

= F T 7+ F A J+ F R t= 250 t- 1 179 7- 654 t (daN). 
Connaissant A,„ et sachant que B v = B 3/1 . y = 0 (compte tenu des epaulements du rou- 
lement (3)), isoler l'arbre (1) et determiner les actions sur les roulements. 

Resolution 




couple 
C=-10.y 
10m.daN 



Fig. 5 

L'arbre est soumis a Taction de trois forces et un couple de coordonnees : 



A x = J^ = 250daN 
A,=-F A = -1779daI 
A z = -F R =-654 daN 









'c" 1 












> couple C | 













0 



projection sur x : C x + B x = - 250 (1) 
Principe fondamental : + B? n + C 4/1 = ~6 I projection sur y : C y - 1779 = 0 (2) 

I projection sur z : B 2 + C z = 654 (3) 

Moment resultant en 6 nul : 

MjX/i)+ MjB^i) + M B (C 4 / 1 )+^= 3 



'2/1 



-4/1 





0 




250 




0 




c; 




0 




150 


A 


-1779 


+ 


300 


A 




+ 


-10000 




40 




-654 




0 








0 
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8. Statique dans respace 



Projection sur x : - 26 940 + 300 C z = 0 (4) 
Projection sur y : 10 000 - 10 000 = 0 (5) 
Projection sur z : - 37 500 - 300 C x = 0 (6) 

Les equations (4), (6) et (2) donnent : C K = - 125 daN ; C z = 89,8 ; C„ = 1 779 puis (1) 
et (2) donnent : B x = - 125 daN et B z = 564,2 daN, 

Remarque : l'equation (5) verifie que le couple C est egal au moment de F T par rap- 
port a l'axe y. 



EXERCICES A RES0UDRE 



U Une chandelle, utilisee pour soute- 
nir une automobile, est realisee a partir 
d'un trepied soude (forme en tetraede 
ABCD) et d'un coulisseau reglable en 
hauteur par l'mtermediaire d'une gou- 
pille. F*(l 000 daN) schematise la char- 
ge exercee par le vehicule (direction 
AH verticale). Determiner les efforts de 
compression dans les barres AB, AC et 
AD si le plan BCDH est horizontal. 
Donnees : AH = 400 mm ; 
BC = CD = BD = 250 ;AB = AC = AD; 
BH = CH = DH. 

Reponse 



354 daN. 



coulisseau 




D L'antenne emettrice d'une station- 
radio se compose d'un pylone principal 
de 30 m, maintenu verticalement par 
des cables tendus AB, AC et AD . 
L' action resultante exercee en A par les 
trois cables a pour intensite 3 500 daN, 
pour direction la verticale Z. 
Determiner les tensions des trois 



cables. 




Fig. 7 



Q Une bobine cylindrique (tole enroulee) est 
soulevee par rintermediaire de trois elingues 
AB, AC et AD de meme longueur (2 m). Le 
poids de la bobine est schematise par le vec- 
teur-poids P, de module^ 2 000 daN, de 
direction la verticale Z. Determiner les 
actions de tension dans les trois elingues. 
Quelle est la valeur de Taction resultante sur 
le crochet en A ? 




AB = AC=AD=2m 
0B=0C= 00= 1,2 m 



I IP 
1 1 



Fig. 




2000daN 
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STATltJUE 



Q Un mat DA supporte un panneau 
publicitaire. Le poids de l'ensemble est de 
80 daN (P*= - 80 k). Le mat est mainte- 
nu en A par deux cables AC et AB fixes 
en B et C sur un mur. L' action exercee 
entre le mur et le mat en D est schemati- 
sed par un vecteur force passant par D. 
Determiner Taction en D et les tensions 
des cables. 

Reponse 

T AB = 81,6 daN ; T AC = 65,9 daN ; 
£=132 f+26,7?. 



LJ Un mat de charge, utilise pour dechar- 
ger les navires, se compose d'un mat prin- 
cipal vertical AB (1), lie en A (liaison rotu- 
le) au pont (0) du bateau et maintenu en B 
par deux^cables BC et BD. La charge a 
lever 3 (P, 3 000 daN) est fixee en £ sur un 
deuxieme mat EF (2) pouvant tourner 
(pivot d'axe F, z) autour de AB. 
Les poids sont negliges. Pour a = 12" et 
pour a = 24°, determiner les tensions des 
cables BC et BD. 

Reponse 

a = 12" : T BC = 1 745 daN et T BD = 3 120 daN ; 
a = 24" : Tgr = 924 daN et T BD = 3 630 daN. 




Fig. 11 



G Le dispositif propose represente l'un 
des quatre pieds de stabilisation d'un 
engin tout terrain. Chaque pied se com- 
pose d'un patin (5), de deux barres (3) et 
(4) et d'un verin hydraulique de 
manoeuvre (1 + 2 : 1 = corps ; 2 = tige). 
Les barres sont articulees en B et C sur le 
bati (0) et en A sur le patin. Le verin est 
articule en A sur (5) et en D sur le bati. 
Les liaisons en A, B, C et D sont des liai- 
sons rotules de centres de meme nom, A 
est commune a (2), (3), (4) et (5). Les 
actions en A, B, C et D seront schemati- 
ses par des vecteurs-forces passant par, 
ces points ; les poids sont negliges. F 
(3 000 daN, verticale z) schematise Tac- 
tion du sol sur le patin. 




F 

3 000 daN 
Fig. 10 



Determiner les actions exercees dans les barres et dans le verin 
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8. Statique dans l'espace 



Q Reprendre Pexercice 8 avec a = 30". Determiner l es tensions des cables et les 
actions exercees en B, A et F, si celles-ci sont schematises par des vecteurs-forces 
passant par ces points. 



Q Pour tester la qualite d'un lubri- 
fiant, on utilise une machine d'essai a 
quatre billes. Dans cet essai, la bille 
superieure (1) glisse sur trois billes infe- 
rieures (2), (3) et (4) sans rouler. La 
degradation se produit soit par grippa- 
ge, soit par soudure totale. La bille (1) 
est entrainee a 1 500 tr.mirf 1 par une 
broche et 1' essai dure moins d'une 
minute. 

P (i00 daN) schematise 1' effort pres- 
seur exerce sur la bille (1). /, J, K et L 
sont les centres des billes, toutes de 
meme diametre (d = 10 mm), A, B et 
C sont les points de contact respectifs. 

a) Si l'ensemble est a Parrel, determi- 
ner les actions exercees en A, P, et ^ 
sous Taction de P. 

b) L'appareil est mis en mouvement ; 
un enregistreur indique un couple 
resistant de 1 Nm pour l'entrainement 
de la bille superieure. En deduire la 
valeur du frottement entre les billes. 

Reponse 

A = B = C = 66,6 daN ; / = 0,115. 




0d = 1O mm 




Fig. 12 



U Les boules de bowling (1) et (2) sont en equilibre dans une rainure d'attente en ve 
(angle du ve 70"). La rainure du ve est inclinee de 15" par rapport a l'horizontale. Les 
poids des boules sont schematises par P 1 et P 2 de module 40 N. 
Determiner l es actions de contact en A, P, et C entre la boule (1), le ve et la boule (2). 




Fig. 13 
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Statique 



Q Le module lunaire fut le premier vaisseau spatial habite a se poser sur la Lune. 
Le vaisseau etait muni de quatre pieds identiques, dont la structure en treillis se com- 
pose de sept barres {ABCDE pyramide reguliere et AFED tetraedre symetrique). 
F (300 daN), direction verticale (F, z), schematise l'effort encaisse au moment de l'alu- 
nissage. Les poids des barres sont negliges, les liaisons en A, B, C, D, E et F sont 
des liaisons rotules de centre de meme nom. 

Determiner les actions supportees par les sept barres de la structure. 




Q] La mot<fi & trois roues proposee est a 
1' arret sur un terrain plat et horizontal. Les 
roues de l'engin sont en contact avec le sol 
en A, B et C. Le poids de l'ensemble en 
charge est schematise par+ le vecteur-poids 
F\ de module 2 000 N. P passe par K. 
Determiner l es actions exercees en A, 8 et 
C si celles-ci sont schematisees par des vec- 
teurs-forces. 

Reponse 

A = 175 N ; B = 1 186,5 N ; C = 638,5 N (4 forces parallels). 



Q L' avion propose est au repos sur une 
piste plane et horizontale. Les roues de 
l'appareil sont en contact avec le sol en A, 
B et C (ABC triangle isocele). 
Les actions exercees par le sol sur les roues 
sont mesurees a l'aide d'une bascule. Les 
valeurs mesurees sont A = 2 750 daN, 
B = 3 400 daN e^ C = 3 500 daN. 
Determiner l e poids P de 1' avion et la posi- 
tion de ce vecteur. 




Fig. 17 



□ Reprend re l'exercice 13 avec a = 650 et P = 1 200 N. 
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8. Statique dans l'espace 



U Les poulies (4) et (5) sont solidaires de l'arbre de renvoi (1). L'arbre est^guide en 
rotation par deux paliers a roulements etanches (2) et (3). S (- 200 k daN), T (- 600 k 
daN), £ (- 300 j ) et F (- 100 j ) schematisent les tensions des courroies. 
Les poids sont negliges, les actions des paliers sont schematisees par les vecteurs- 
forces A 3/1 et B 2/1 en A et B s Taction B 2/1 est supposee perpendiculaire a l'axe de 
l'arbre. Determiner A m et B 



} 2/V 



A 3/l = - 75 j + 1 200 k ■ B 2/1 = 475 ; - 400 k (daN). 



Fig. 18 



-4 







FM 




160 
■< >- 


a = 320 


60 | 





Fig. 19 




Q Le re 4 idcteur a engrenages propose en 
coupe brisee se compose de deux etages de 
reduction (3/6) et (4/7). Les roues sont a den- 
ture droite avec des angles de pression de 
20". if (300 daN) et F^module inconnu) sche- 
matisent les actions exercees par les roues (3) 
et (7) sur 1' ensemble (4 + 6). Les poids sont 
negliges, les actions exercees par les paliers 
(1 + 10) et (2+11) sur (4 + 6) s ont schema- 
tisees par les vecteurs-forces D 2/4 et C 1/4 pas- 
sant par C et D. Determiner F, D 2/4 et C 1/4 . 






Fig. 20 



Fig. 21 
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Statique 



^ Le renvoi d'angle propose se compose d'un arbre d'entree 1 (puissance d'entree 
200 kW a 1 500 tr.min -1 ), d'un arbre intermediaire 2, solidaire d'une roue a denture 
conique 3 (clavetage), et d'un arbre de sortie 5 solidaire d'une roue a denture heli- 
coidale 4. La vitesse de sortie est de 230 tr/min. 

Fm = K ±fr+fR V 520 2 200 ^ 220 ^) ^ 

et (£ 4/2 = E A + £ T + £ R = 310 i - 4 400 j + 1 140 fc) schematisent les actions exer- 
cees par les roues 1 et 4 sur 1' ensemble (2 + 3). Les poids sont negliges ; les actions 
exercees par les paliers a roulement en A et D s ont schematisees par les vecteurs 
forces A 0/2 et D 0/2 en A et D, Determiner A 0/2 et D 0/2 connaissant F 1/3 et £ 4/2 , 

- Reponse 



D x i + 3 832; - 1 043 fc (daN) ; 



A, + D x = 210daN. 




Fig. 22 



200 kW 
a 1 500 tr.min -1 



F A =310/ 
^ = -4400f 
^ = 1 1 40 F 



Fig. 23 



F A = -520/ 
^ = -2 200f 
£=-220 f 




ffl Le reducteur a engrenages propose en coupe longitudinale se compose de deux 
etages de reduction (3/1) et (4/2). Les roues sont a denture helicoldale. (3) est 1' arbre 
d'entree,) 1' arbre de sortie et (2) l'arbreintermediaire, objet de F etude. 
F 4/2 - F A2 + F R2 + f^T2 e t £3/1 = ~f/u + _£^i + £7^ sont des actions exercees par (4) et 
(3) sur (1+2). Les poids son t negliges, K 0/ , 2 et C 0/2 schematisent les actions des paliers 
en K et C. Determiner K 0/2 et C 0/2 si K 0/2 .1=0 



Fig. 24 



F A1 =-3,64/(kN) 
^ = - 2,75 r 

fti = ioF 



Fg = 4,3 /(kN) 
%=10,65r 
^2 = 40,94 F 




Fig. 25 
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STATIQUE 

PAR LES TORSEURS 



Objectifs 

■ Definir la notion de systemes statiquement equivalents et la notion 
de torseurs d'actions mecaniques. 

■ Donner la methode permettant d'ecrire un torseur en differents 
points. 

■ Decrire les operations sur les torseurs, les proprietes principales et 
les torseurs particuliers : glisseur, torseur-couple et torseur-nul. 

■ Donner un nouvel enonce au principe fondamental de la statique. 

■ Indiquer les torseurs d'interefforts des liaisons usuelles. 



Les torseurs sont des outils de modelisation analogues aux vecteurs, utilises pour repre- 
senter des actions mecaniques, des vitesses et diverses autres grandeurs. Dans ce cha- 
pitre, nous nous limiterons a 1' etude des torseurs d'actions mecaniques (ou systeme 
force -couple), les proprietes abordees pourront etre generalisees aux autres torseurs.Les 
torseurs (ou equivalents) sont des outils apprecies par l'enseignement superieur et dans 
les etudes longues. Leur domaine d'emploi privilegie concerne les etudes de mecanismes 
dans l'espace faisant intervenir des liaisons mecaniques complexes et necessitant des 
analyses detaillees en statique, cinematique et cinetique. 

Remarque : d'un formalisme rigoureux, les torseurs sont des outils exigeants sur le plan 
mathematique, les habitudes de calcul et necessitent du temps et de l'experience pour 
etre operationnel. 

Suggestion : avant d'aborder ce chapitre, il est preferable d' avoir assimile les notions 
de produit vectoriel, de vecteurs-moments, de vecteurs-couples, d'isolement d'un solide, 
de calculs vectoriels dans l'espace et le principe fondamental de la statique. 

I - Systems de forces statiquement equivalents 

Cette notion est particulierement utile pour comprendre les torseurs. 

1. Deliniion 

Deux systemes de forces sont statiquement equivalents s'ils ont meme somme vectoriel- 
le et meme moment resultant en tout point. 
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StatiQue 



Propriete : dans tout probleme de statique, un systeme de forces pourra toujours etre 
remplace par un autre systeme de forces qui lui est statiquement equivalent : les systemes 
sont interchangeables. Autrement dit, l'utilisation de l'un ou l'autre systeme ne modifie 
ni les equilibres, ni les mouvements, ni les resultats obtenus. 



2. Exemples 



Exemple 1 : une force F 
appliquee en un point A et ses 
composantes au meme point 
sont des systemes statique- 
ment equivalents. 



Fig. 1 




Fig. 2 




Fig. 3 



Remarque : inversement, la resultante de deux forces est statiquement equivalente a 
celles-ci. Memes remarques pour les diverses resultantes definies au chapitre 4. 

Exemple 2 : un couple C est 
statiquement equivalent a 
deux forces F et - F egales et 
opposees, distantes de a' 
(C = Fd). Une infinite de solu- 
tions sont possibles. 

Exemple 3 : une force Fpeut 
etre remplacee en n'importe 
quel point A par un systeme 
force (F) plus couple (M A ) qui 
lui est statiquement equivalent. 

Exemple 4 : tout systeme de 
n forces (Fj, F 2 , . . ., F n ) dans 
l'espace est statiquement equi- 
valent (autrement dit peut se 
reduire) en tout point A a un 
systeme force (S) plus couple 
(M* A ) tel que : S*= F7+ T 2 +. . . + % et = M$T$ + M#^+ . . . + M A (F„1. 
Remarque : il suffit de repeter n fois le raisonnement de 1' exemple 3, puis de faire les 
sommes vectorielles respectives. 

Exemple 5 : dans le cas des 
liaisons mecaniques usuelles 
(pivot, rotule, etc.), en proce- 
dant de la meme maniere que 
pour 1' exemple 4, 1' infinite des 
petites forces de contact 
if i, fz, ■ i*ant les actions exercees entre les solides (1) et (2) est statique- 

ment equivalente en tout point A a un systeme force (S = f x + . . . + f n ) plus couple 
[M A = M A (fj) + . . . + Mfilfji encore appele torseur des actions de contact. 
Remarque : si S ne depend pas du point A choisi, il n'en va pas de meme pour le 
moment resultant M A . 




^-S=F 1+ F 2+ ... 



Fig. 4 




Fig. 5 
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oianque yen id luseuib 

II - Definitions et notations 



Defini en un point donne (A), un torseur d' action mecanique est un systeme force- 
couple constitue de deux grandeurs : 

a) une force ou somme vectorielle S, independante du point choisi. 

b) un couple ou moment resultant M A , fonction du point A choisi. 

No,a«o„ : j^'j - . W - { % ) - ( Y k] ou { T, h 




M„ 

lx,y,z) 



Remarque 1 : dans le repere (x, y, z), S et M A s'ecrivent 



S'= XT+Yf+Zfc et M7= L A f + M A f+ N A Jc 
S'il n'y a pas d'ambiguites, l'indication du repere (x, y, z) peut etre omise de l'ecriture. 

Remarque 2 : S*et M A sont appeles les elements de reduction du torseur. S* encore 
notee R est aussi appelee resultante generale du torseur (en remarquant que S n'a pas 
toutes les proprietes des resultantes du chapitre 4). 

Exemple : action de contact, en A et B, exercee par un solide 1 sur un solide 2. 

C I I ^1/2 ^-Al/2 I I c ' \ I ^1/2 ^-61/2 



A 1/2 I I 7 Nf I ' I M, 



Bl/2 



-1/2 J Ml/2 V 7 ^1/2 iN Bl/2 



III • Ecriture d'un torseur en differents points 



Un torseur (T) etant connu en un point A, deterrninons sa valeur en un point B. 
Principe 




Fig. 6 



a) La somme vectorielle S du torseur a meme valeur en tout point, elle est invariable. 

b) M A etant connu, la valeur du moment en B, M B , est obtenue par la relation : 
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STATIQUE 



Remarque 1 : de maniere generate, si 0 est l'origine du repere de calcul (0, x, y, z), 
les coordonnees de A, B et BA SOtlt : 



OA 

Le moment M B est alors egal a : 







x B 




X A X B 


Va 


OB 


Vb 


bA 


y A -y B 


z a 




z b 




Z A~ Z B 







( L A 


M B 













X A X B ^ 

M A |+ Va-Vb 
y z A~ z B j 




= M a + BAa^ 



et 












L B 


= L A + Z{y A 


-y B )-Y(z A - 


z B ) 




M b 


= M A -Z(x A 


-x B ) +X(z A 


-z B ) 




N B 


= N A + Y(x A 


-x B )-X(y A - 


Vb) 



Remarque 2 : on notera que toutes les ecritures sont statiquement equivalentes (l'ecri- 
ture en A est statiquement equivalente a celle en B). De ce fait, on peut choisir n'im- 
porte quel point pour ecrire le torseur des actions exercees. Les diverses ecritures sont 
comparables aux differentes photos possibles d'un meme individu. 

Exemple : reprenons l'exemple 5 du paragraphe 1 ; les actions exercees par le solide 
(2) sur le solide (1) sont schematisees par : 



S =1000/c 
MA = 100 7* 





0 




lOONm 




I \ avec o 


0 


m! 


0 


ou <J 


1 M W 


1000N 




0 





w = 

Coordonnees de A (origine), B et BA 





0 




0,1m 




-0,1 


A 


0 


B 


0,04 


BA 


-0.04 




0 




0 




0 



M B = M A + BA a S 



M B = 



100 




-0,1 




0 


0 


+ 


-0,04 


A 


0 


0 




0 




1000 



100-40 




60 


0 + 100 




100 


0 + 0 




0 



M B = 60 i +100; =M Bx i +M Bv j 



\M B \ = \/6(f + 10(f « 117Nm 
Resultats 




0 


100 


0 


0 


1000 


0 


0 


60 


0 


100 


1000 


0 



100daN/y 




S (100) 




















\/~ — ► 






r x 



M B 

r(H7) 



ig. 7 
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9. Statique par les torseurs 



IV ■ Operations surlestorseurs 

1. Addition ou somme de torseurs 

Condition imperative : la somme de n torseurs {Tj}, {T 2 }, • • •, {T n } n'est possible que 
si tous les torseurs de la somme sont ecrits au meme point. 



m= m + m+...+ {7\= _! =< !il S2 ^:- +s " _ 

A \ 1/ A \ "I \M A =M 1A + M 2A + ...+M nA 



Pour effectuer la somme, il faut additionner d'un cote les n sommes vectorielles et de 
1' autre, les n moments ecrits au meme point A. L' addition se resume a deux sommes de 
vecteurs. 



2. Multiplication parun scalaire 



Si a est un scalaire (nombre) quelconque et {Tj un torseur, le produit de a par {T} revient 
a ajouter k fois le torseur {T} avec lui-meme. 



,{T) =(a.T) = a. 



A 









It) 




1 \ 









3. Torseurs egaux 



Deux torseurs {7\) et {T 2 } sont egaux s'ils ont meme somme S et meme moment M A au 
point A, autrement dit s'ils ont les memes elements de reduction en tout point. 

A 













Is, ) 


M 


f S 1 


H 


s 1= s 2 \ 




A 









V ■ Torseurs particuliers 

l.Torseurnul 

Cas oil S et sont nuls, exemple de notation : 



Remarque : le torseur est nul en tout point de l'espace. 
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Statique 



2. Torseur couple 



Cas ou s'est nulle et M A non mil : 




Remarque : la relation M B = M A + BA A S donne, dans la mesure ou S'est nulle 
= + BA A ()* = M A = jV^ Autrement dit, le moment a meme valeur jvf en tout 
point et le torseur couple {C} meme ecriture en tout point de l'espace. 
Exemple 




M D = M 
(20 Nm) 



Fig. 8 

L' ensemble des deux forces Fet (- F*) est statiquement equivalent au couple M* c = M*en 
C de module M = F . a' = 100 x 0,2 = 20 Nm. Le couple a meme valeur en tout point 
de la cle M B = M D = M c = M*. II en resulte que le couple de serrage exerce sur l'ecrou 
en D est A? (20 Nm) d'axe z. 



Le torseur couple s'ecrit : {C} = 




en tout point. 



3.Glisseur 

Cas ou, en un point, le torseur se reduit a une somme^ non nulle et a un moment Vt A 



nul :{G} = 



0 



Remarque : les forces ou les vecteurs-forces usuels, les resultantes des chapitres pre- 
cedents, ont tous comme image, ou sont tous schematises, par des glisseurs. 
A la ligne d' action de la force correspond l'axe du glisseur. Si A est un point de cette 
ligne, le moment en A du glisseur est nul (M A = 0). 



En un point J eloigne de la direction de l'axe du glis- 
seur, le moment M, n'est pas nul : 

M, = moment en J de S en A = IA a S 
M ; est perpendiculaire a IA et a S, il en resulte la pro- 
priete 

M, . S = 0 



Le produit scalaire de M 7 par S est toujours nul dans 
le cas d'un glisseur. Cette propriete, propre aux glis- 
seurs, permet de les distinguer des autres torseurs. 




X y< Caxe du glisseur 
(ligne d'action de S) 
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9. Statique par les torseurs 



Evolution des ecritures d'un meme glisseur et proprietes 



■3 -» 




L'ecriture du glisseur est la meme pour tous les points (A, D, etc.) de son axe. L'ecriture 
du glisseur est la meme pour tous les points (B, £, etc.) appartenant a une droite paral- 
lele a son axe ou a sa resultante (F = S). 

Tous les points (B, E, I, etc.) appartenant a la peripheric d'un cylindre d'axe l'axe du glis- 
seur ont des moments de meme module : M B = M E = M, = 200 Nm. 



VI • Proprietes des torseurs dans le cas general 

Dans le cas general, S i= 0 ; M A i= 0 et M A . S ^ 0 (le torseur n'est pas un glisseur). 

LEquiprojectivite des moments 



Soit:{T} = 



*4i 



A V I B 

avec = + BA a1> 

Multiplions scalairement 
les deux membres par BA 

Remarque : BA a S est un vecteur 
perpendiculaire a la fois a BA et a S. 
II en resulte que {BA A S) . BA = 0 




Fig. 11 



La projection de M A sur AB est egale a la projection de M B sur AB quels que soient les 
points A et B choisis, autrement dit : M A . AB = M B ■ AB. 

On dit qu'il y a equiprojectivite du champ (de l'ensemble) des moments du torseur. 

Remarque : de facon analogue, la projection des moments sur la direction de la resul- 
tante S donne toujours la meme valeur M 1 . 
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2. Evolution des ecritures d'un meme torseur et proprieties 



Pour tout point (A, D) de l'axe central 



Mi 



100 fc 
150 k 



Pour tous points (B, E, etc.) 
appartenant a une droite paralle- 
le a S, l'ecriture est la meme : 



F 



£ B I M B 

Meme remarque en C et H sur CH 



M c j 



{T}= {T} 



axe central 



cylindre 




Fig. 12 



Tous les points (B, E, /, etc.) appartenant a la peripheric d'un cylindre d'axe, l'axe central 
du torseur, ont des moments de meme module : M E = M B = M I = <J 150 2 + 200 2 = 250 Nm- 

Remarque : tous les torseurs ont un axe central ; de plus cet axe central est unique. 
Sur l'axe central, la somme S et le moment M 1 sont colineaires (meme ligne d' action). 
La combinaison particuliere S avec M t est appelee visseur. Ce type d' action se rencontre 
par exemple dans le cas d'un foret realisant le percage d'une piece. 



VII • Principe fondamental de la statique 



Enonce : un solide (S), en equilibre sous Taction de n torseurs d' actions mecaniques 
ffii/s), a {T 2 / S }, ,,. , nCT^s) reste en equilibre si la somme des n torseurs, tous ecrits au 
meme point /, est egale au torseur nul {0} : ,{T 1/S } + ,{T 2 / S ) + . . . + iff^} = {0} 



Le principe fondamental a deja ete enonce une fois en statique plane et une fois en sta- 
tique dans l'espace. L'enonce precedent utilise une autre ecriture mais n'en differe pas 
fondamentalement. Les moments sont exprimes sous forme vectorielle. Les autres prin- 
cipes restent inchanges : principe des actions mutuelles, principe de transmissibilite des 
forces ou des glisseurs, isolement d'un solide, methode generale de resolution d'un pro- 
bleme de statique, application aux ensembles de solides (voir statique plane). 

Remarques : |T 1/S } = 




Fig. 13 
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9. Statique par les torseurs 



L' addition des n torseurs se ramene a deux equations vectorielles dans l'espace : 

a) £ S t/S = S 17 s + S 2/ s + . . . + = 0 (donne trois equations scalaires de projection sur 
les axes x, y, z). 

b) E M Ij/s = M n/S + M l2/S + ... + M In/s = 0 (donne trois equations scalaires de projec- 
tion sur les axes x, y, z). 

Pour la resolution, on dispose, au plus, de six equations pour determiner six coordon- 
nees inc onnue s au maximum (coordonnees sur x, y, z des vecteurs somme S (/s et 
moment M /i/S ). 



M&hode generate de r&solufefi 



i 



•Isoler le solide (ou ('ensemble de solkfes) censidere 
(voir principe d'isolement chapitre statique plane) 



Faire le bilan des torseurs d'actions exterieures agissant 
sur te soWe (ou I'ertsemble) : torseurs poids et torseurs 
d'action sur les liaisons 
(voir sehematisation tableau page 115) 



I 



Comptabiliser le nombre (tf)de coordonnees 
ou de composantes torseur inconnues 




^ possible 



Determiner d'autres 
composantes en 
isolant d'autres solides 
et en appliquant le 
principe des actions 
mutuelles 



Ecrire tous les torseurs au meme 
point (choisir un point simplifiant les calculs 



Appliquer le principe fondamental de ia statique. 
En deduire les (Kj equations scalaires 
de projection 




non 
— 



i\ V impossibility 







Resoudre) 







Resolution impassible 
systeme hyperstatique 



( Resaltate) 
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VIII • Torseurs d'actions exercees 
parlesliaisons usuelles 

C'est lorsque les liaisons mecaniques et les actions entre solides sont definies de manie- 
re detaillee que les torseurs montrent tout leur interet. 

1. liaison parfahe 

Une liaison definie comme parfaite verifie les trois conditions suivantes : 

- les surfaces de contact sont geometriquement parfaites, 

- le contact est suppose realise sans jeu (ajuste sans jeu), 

- il n'y a pas de frottement entre les surfaces en contact. 



2. Schematisation desliai sons 

La schematisation ou la model isati on des liaisons est normalisee et est indiquee dans les 
tableaux suivants. 

Remarque : les jeux internes aux liaisons redles peuvent parfois amener plusieurs 
interpretations possibles et des choix differents pour une moddisation. 



2 (logement) intierpretation 1 : pivot interpretation 2 : rotule 




Fig. 14 

Pour I'exemple propose et suivant la valeur des jeux radial (J R ) et axial (J A ), plusieurs 
schematisations sont possibles : pivot (J A et J R faibles) ; rotule (J A et J R assez grands) ; 
appui plan (epaulement entre 1 et 2 grand) ; etc. 

Le choix definitif retenu peut conduire a un probleme isostatique (calculable en statique) 
ou a un probleme hyperstatique (non calculable a partir des seules equations de la sta- 
tique) et conditionne le succes de I'etude envisagea Une certaine experience est neces- 
saire et on met id en evidence I'une des difficultes de I'application des torseurs. 



3.Torseurs d f acti ons(interefforts) d es I i ai sons u su el I es 

Pour le solide (1) en liaison avec , 
le solide (2), {T 1/2 } est le torseur ^ , \ S?„\ \ ^ 1/2 f? 1/2 




des actions exercees par lsur 2 v \ j^— > | \ 1 

au point 0 choisi (voir tableaux). o' ' o \ 1/2 1,01/2 

X, Y, Z, L, M etN sont les coor- ^ = x t+Y.j+Z.fc ; M^ /2 = L.1+M.1+N .k 
donnees du torseur. 
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9. Statique par les torseurs 

Remarques : suivant la nature de la liaison, certaines coordonnees seront nulles. 
L' ensemble des coordonnees non nulles caracterise 1' effort transmissible par la liaison. 
Les mouvements possibles du solide (2) par rapport au solide (1) sont indiques par R x , 
R v , R z , T x , T , T z . R x indique une rotation possible autour de l'axe x et T z une translation 
possible dans la direction z. II y a au plus six mouvements possibles, trois rotations et 
trois translations, correspondant a six degres de liberte. 

Si une rotation est possible suivant l'axe x (/? x ), dans le meme temps, il n'y a pas de 
couple transmissible suivant cet axe ; autrement dit : L = 0. Meme remarque avec les 
translations, si T y existe alors Y = 0, etc. 

Dans le cas particulier de la liaison-glissiere helicoidale (vis-ecrou), les coordonnees X et 
L dependent l'une de 1' autre (X = kL), de la meme facon que la rotation R x et la trans- 
lation T x sont liees par le pas. Si X est connu, L est lui aussi connu et inversement : c'est 
le principe de la cle dynamometrique. 
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EXERCICES RESOLUS 



D L'helicoptere propose evolue horizontal ement a vitesse constante suivant I 'axe 
(0, x) ; I'axe (0, z) est vertical, f^et M*schematisent les actions exercees par I'air sur les 
pales du rotor principal. M Q et Q sont les actions sur le rotor anti-couple, R est la resis- 
tance de I'air sur I'ensemble de I'appareil etPle poids total. 

Ecrire les torseurs correspondant aux actions prece dente;. Isoler l'helicoptere ; applique 
le principe fundamental de la statique ; en deduire R, Q et - ?. 
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Y. Statique par les torseurs 



Fig. 16 




donnees 
P=3 000 daN 
/W=400Nm 
M o =30 Urn 



Resolution : isolons l'ensemble de l'helicoptere et appliquons le principe fondamental. 
L'helicoptere est soumis a Taction de quatre torseurs d'actions exterieures : 



a) action du poids : 



0 0 
0 0 
-P 0 



0 0 
0 -0,2P 
-P 0 



avec M A { P ) = M G ( P ) + AG a P = 



b) resistance de Pair 



R 0 

= { 0 0 
0 0 



avec M A ( R ) = Md R ) + AC a R 
c) action du rotor de queue : 



0 




-0,2 




0 




0 


0 


+ 


0 


A 


0 




-0,2P 


0 




-1,5 




-p 




0 










o s 




! 




IT 


1,5P 






A 






0 




0 




3 




-R 




0 




0 


+ 


0 


A 


0 




1,5/? 




0 




-1,5 




0 




0 





Q I 



0 0 
Q —Mq 
0 0 



0 
Q 
0 



0 

-M Q 
-4,2Q 



avecM /1 (Q) = M B (Q) + ABAQ = 

d) action du rotor principal : { ^} = I f+ } = ^ F y 0 

Ecrivons le principe fondamental au point A : 
{-%)+{■%)+{■%}+{■*) -{0) 



0 

- Mq 

0 



-4,2 




0 




0 


0 


A 


Q 




-Mq 


0 




0 




-4,2Q 




-R 0 
0 l,5i?} + 
0 0 



On obtient les equations : 
F x - R = 0 (1) o = o 



F v + Q = 0 (2) 
F 2 - P = 0 (3) 



o o 

0 -0,2PU{0} 
-p 0 



(4) 



- M 0 + l,5/?-0,2P = 0 (5) 



M - 4,2Q = 0 



(6) 

(6) donne Q = = |^ = 9,5 daN ; 



(3) donne ^ = P =3000daN ; . (U , UU „ I1L . ^_ 
M + 0 2 P 

(5) donne /? = Q ^ g = 402daN ; (1) donne £ =.R = 402 daN ; 

(2) donne F y = - Q = - 9,5 daN. 
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-] L' ensemble propose represente, en coupe et sous forme schematique, l'une des 
roulettes d'un patin a roulettes en ligne (Roller blade). Le guidage en rotation entre la 
roulette (1) et le patin (2) est realise par deux roulements a billes a contact radial, 
etanches des deux cotes. La liaison entre (1) et (2) est une liaison pivot d'axe x, les poids 
des pieces sont negliges. Le glisseur B 0/1 (100 N) schematise Taction exercee par le sol 
(0) sur la roulette (1). Determiner le torseur des actions exercees entre (1) et (2). 




schematisation 



~7 




\2 



4 mm > 



r .^3/1 

J5°f(100 N) 




Resolution 

Isolons la roulette (1), le poids etant neglige, celle-ci est soumise a Taction de deux tor- 
seurs d' action. 



a) action au sol : {^qj 



B 0/1 .sinl5° 0] J 25,88 N 0 
B 0/1 . cos 1 



0 



0 



0 1,29 Nm 



avec M A (B 0/ i) = MjB^ A ) + A§ aB^ = 







'+ 0,004l 




'25,88"! 




f 0 1 


0 


+ 


-0,035 


A 


96,59 




0 






I 0 J 




{ 0 J 




[1,29) 



X m 0 



b) action sur la liaison pivot : j^j} = / Y 2/1 M 2/] 

^2/i ^kn 



Appliquons le principe fondamental de la statique a la roulette. 



- 25,88 0 

{^/i} = {0} ou {^ /1 }=- (% n }= -96,59 0 
■ ' 0 -1,29 



Resultats 

X 2/1 = - 25,88 N ; Y 2/1 = - 96,59 N ; N 2/1 = - 1,29 Nm ; Z 2/1 = 0 M 2/1 = 0 
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9. Statique par les torseurs 



El L' ensemble propose en coupe longitudinale et partiellement sous forme schema- 
tique est une pompe (ou moteur) hydraulique a cylindree constante. L'huile hydraulique 
est aspiree en P puis refoulee en £ (400 bars maximum) par le mouvement de va-et- 
vient d'une serie de pistons (4). Chaque piston est manoeuvre en B par une biellette (3) 
articulee en A sur le rotor de commande (1). 

Les poids des pieces et les frottements sont negliges. L'etude est limitee au piston 
(diametre a' = 30 mm) en fin d'echappement et occupant la position indiquee par les 
figures. 

Determinons les actions exercees sur les liaisons L 1/3 , L 3/4 et L 4/2 . 




tlQ. 18 



0/ 




L m = pivot d'axe x 
L 1/3 = rotule de centre A 



pivot glissant d'axe (B, u) 



Fig. 19 
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Resolution 

a) Isolons la biellette (3) 

Le poids etant neglige, la biellette est soumise a Taction des deux torseurs {.^1/3} et {^4/3} 
engendres par les liaisons rotules en A et B. 



enA:{^ /3 } = { X 



enB-.{r 4/3 }= y 4 




avec 



S1/3 - X 1/3 . i + Vi /3 . j + Z 1/3 . /c 



V e C S 4/3 = X 4/3 . !' + X/3 • J + 2 4/3 • ^ 



Ecrivons le principe fondamental en A : 
M A (S 4/3 ) = M B (S 4/3 ) + A^ aS 4 



->4/3 



0 




0,09 cos 25° 




X 4 / 3 




-0,09Z 4/3 sin25° 


0 


+ 


-0,09 sin 25° 


A 


Y4/3 




-0,09Z 4/3 cos25° 


0 




0 








0,09 Y 4/3 cos 25°+ 0,09 X 4/3 sin 25" 



X1/3 


V 




X 4/3 


- 0,09 Z 4/3 sin 25" 


Y\/z 




H 


Yl/3 


- 0,09 Z 4/3 cos 25" 




« J 




2 4 /3 


0,09 [Y„ cos 25" 



On obtient les equations d'equilibre : 

- 0,09 Z 4/3 sin 25" = 0 

- 0,09 Z 4/3 cos 25" = 0 



X 1/3 + X 4/3 = 0 (1) 



(4) 
(5) 



V 1/3 + V 4 / 3 =0(2) 
Z 1/3 + Z 4/3 = 0 (3) 0,09 [Y 4/3 cos 25" + X 4/3 sin 25°] = 0 (6) 

Les equations (4), (5) et (3) donnent : Z 4/3 = 0 = Z 1/3 . 

y x 

Les equations (6), (1) et (2) donnent : = - tan 25° = — 

*4/3 

Remarque : on retrouve le cas deja abor- 
de en statique plane, si un solide est soumis 
a Taction de deux glisseurs, ceux-ci sont 
egaux et oppo ses et ont meme ligne d'ac- 
tion : S 1/3 = - S 4/3 (ligne d' action AB). 
X1/3 = S 1/3 cos 25" et Y 1/3 = - S 1/3 sin 25". 

b) Isolons le piston (4) 
Le poids etant neglige, le piston est soumis 
a Taction de trois torseurs : t^ /4 } , {^3/4} et 
{J^ /4 } Taction de Thuile. Travaillons avec 
les axes (u, v, z) plus pratiques dans ce cas. 

Action de Thuile : 
pS = (400 bars) x (jt x 1,5 2 cm 2 ) 
= 2 827 daN 



{■^4 = ' 



-pS 






0 




i-.i 


0 
V 


° j 







(u, v, z) 



Fig. 21 
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9. Statique par I es torseurs 



Action du cylindre 2 : 

(la liaison entre 4 et 2. est un pivot 

glissant d'axe u) 

Action de la biellette 3 : 

= - B {^/ 3 } d ' a P res le 
principe des actions mutuelles. 

Appliquons le principe fondamental en B 

B {r m ) + B {.r m ) + B {._T m ) = 




{•^2/4}= 



{^3/4}: 



0 0 




v 2 /4 J''v2/4 


\ 
( 


^2/4 ^2/4 

; 


(u, v, z) 


S 3/4 COS 3° 


0 


S 3/4 sin 3° 


0 


0 


0 



Equations d'equilibre et resultats : 

S 3/4 cos 3" - 2 827 = 0 => S 3/4 = 2 827/cos 3°= 2831 daN (1) 

V 2/4 + S 3/4 sin 3" = 0 => V 2/4 = -S 3/4 sin 3°= - 1 48 daN (2) 

2 2 /4 = 0 (3) 



(u, y, z) 





( 0 


« 1 




S 3/4 cos 3° 


0 


I- 1 


v„ 






S 3/4 sin 3° 


0 




Z 2/4 


N 2/4 j 




\ 0 


0 



M, 



= 0(4) 
= 0 (5) 



V2/4 
2/4 



EXERCICES A RESOUDRE 



■I Une transmission se compose 
d'une poulie entrainee par trois cour- 
roies trapezoidales. Le plan (0, Y, Z) 
est le plan de symetrie de 1' ensemble et 
(0, X) l'axe de rotation. Le diametre 
d'enroulement des courroies est de 
400 mm. Chaque courroie supporte les 
tensions J (1 500 N, brin tendu) et ^ 
(300 N, brin mou). a) Ecrire les trois 
tensions T sous forme d'un meme tor- 
seur agissant en A. Meme chose pour 
les trois tensions T'en B. b) Ecrire les 
deux torseurs precedents au centre 0 
de la liaison, c) En deduire le torseur 
resultant en ce point. 

Reponse 



X 0 = 0 ; Y 0 = 5 318 N ; Z 0 = - 625 N ; L 0 = 
M 0 = N 0 = 0. 



■ 720 Nm ; 




f=300N 



Fig. 22 



Si Une roue dentee a denture helicoi- 
dale supporte au point A, exercee par 
une autre roue dentee, une action dont 
les composantes sont F A (200 daN, 
charge axiale), F R (100 daN, charge 
radiale) et F T (400 daN, charge tangen- 
tielle). a) Ecrire le torseur correspon- 
dant a ces actions au point A. b) Ecrire 
le torseur en 0 et B. 




Ft' 


400 daN 




200 daN 


h- 


100 daN 



Fig. 23 



EJ Unbro tor a cinq axes supporte en 
A la charge F "?200 N) et le couple 
(50 Nm) indiques sur la figure. Ecrire le 
torseur correspondant a ces deux 
actions en A, B, C et O. 



rj 200 N 



Fig. 24 
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Q Les h'lices d'un avion bimoteur sont 
supposees tourner en sens inverse l'une de 
l'autre. F*= 3 000 f (N) et Ml = 40 f (Nm) 
schematisent les actions exercees par Fair 
sur l'helice A. Fet = - 40 f (Nm) sche- 
matisent les actions sur l'helice B. 

a) Determiner le torseur resultant des 
actions en A et B au centre de gravite G. 

b) Que devient ce torseur lorsque les 
helices toument dans le meme sens ? 
Lorsqu'un des deux moteurs tombe en panne ? 




Fig. 251 



□ Les forces F* et - F* (module 1 50 N) 

schematisent les actions exercees par l'ope- 
rateur sur une cle en croix. L'ensemble occu- 
pe la position de la figure, on est en phase 
desserrage, Fet - F sont dans le plan (A, y, 
z) ^L i Fcrire.- F sous forme de torseur en C et 
- F sous forme de torseur en D. b) Ecrire les 
deux torseurs en A ; en deduire la valeur du 
torseur resultant en ce point, c) Ecrire l e tor- 
seur resultant en B, C et D. Quelle est la 
nature des torseurs ? d) Quel est le couple de 
desserrage (Cd) exerce sur l'ecrou ? 

Reponse 



Torseurs couples |C B ) ■ 
M = N=0;C d = L- 



\C C } = \C D \- 
52 Nm. 



(C.). X = Y = Z = 0 ; 




Fig. 26 



Q Pour la perceuse sans fil proposee, la 
force F(5 daN) et le couple C (10 Nm, axe x) 
schematisent les actions exercees par le mur 
a percer sur I'extremite B du foret. 
a) Ecrire les deux actions precedentes sous 
forme de torseur au point B. Valeurs du tor- 
seur en 0 et A ? b) Si le poids de la perceu- 
se est neglige, determiner les actions exer- 
cees en A par la main de l'operateur. 



EQ (Jn renvoi d' angle supporte les couples 
C m = 1 000 ) (Nm) exerce en A par un 
moteur et C R = 1 000 i (Nm) exerce en B 
par le recepteur. Les poids sont negliges. 
Determiner le torseur d'encastrement en K 
{T m } exerce par le support (0) sur le renvoi. 

Reponse 

X = 0;Y=0;Z=0;Z. = -1 000Nm; . 

M = - 1 000 ; N = 0. 




Fig. 28 
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9. Statique par les torseurs 



ED Reprendre l'exercice 10 avec le reduc- 
teur propose a trois arbres ; Cc = 600 1 (Nm) ; 

= - 400 f et <%, = 300 ? 
Determiner 1' effort d'encastrement en D. 



600 Nm 



Fig. 29 




300 Nm 



Q_Kour la transmission par cardan propo- 
se, F et -"T(2 000 N) en A et B schemati- 
sent les actions exercees par la chape (3) sur 
le croisillon (2). La liaison entre la chape (1) 
et le bati (0) est un pivot de centre M. Isoler 
P ensemble (1+2) ; en deduire le torseur 
d' action {T 0/1 } et le couple transmis par 
Parbre (1) (F et - F paralleles a o,x,y). 




Fig. 30 



(_] Une cle (1) est utilisee pour desserrer 
une vis bloquee sur un bati (0). L'effort F 
exerce par la main de Poperateur a pour 
coordonnees : F x = 60 N ; F y = 200 ; 
F z = 40. Si Pensemble reste en equilibre, 
determiner le torseur d'encastrement exer- 
ce en A entre (0) et (1) et le couple de des- 
serrage (C d ) applique a Pecrou. Le poids de 

la cle est neglige. 

Reponse 




X. = - 60 N ; Y. = - 200 ; Z. 



■40 i 



t>; M A = + 7,8 ; N A =-60 = - 



Fig. 31 



EQ Un couvercle (1) de canalisation est 
ouvert en position horizontale. Le cou- 
vercle est maintenu en C par une barre (2) 
ou BC. La liaison en A entre la canalisation 
(0J et le couvercle est un pivot d'axe (A , x). 
P v 80 daN, vertical (z) en G schematise le 
poids du couvercle. Determiner les 
actions exercees en A, B et C. 




Fig. 32 



Q ljne roue pivotante est guidee par des 
roulements a billes. F (200 k daN) sche- 
matise Paction exercee par le sol. a) Rcrire 
le torseur correspondant a F en C. Valeurs 
du torseur en 0, A et B ? b) Determiner 
les actions exercees par les deux liaisons 
pivots, L 2 /i en A et L 0/1 en B si les poids 
sont negliges. 




Fig. 33 
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Statique 



IS Un arc se compose de trois parties 
demontables (1), (2) et (3). Apres assembla- 
ge par vis, 1' ensemble est parfaitementsoli- 
daire. Si le tireur exerce un effort F de 
180 N sur la corde, determiner le torseur 
d'encastrement exerce entre (1) et (2) au 
point A. 



Reponse 



X = 9 ; Y = 24,7 daN;Z = 0;L = M = 0;N = -150 Nm. 



Fig. 34 




EB Une porte de coffre-fort se compose d'un 
bras de manoeuvre (1), articule en A et B sur 

des gonds (0) scelles dans un mur en beton 
arme, et d'une porte (2) articulee sur le bras 
precedent, F^ (10 kN) schematise le poids du 
bras de manoeuvre et P 2 . (20 kN) le poids de 
la porte. La liaison en B entre (0) et (1) est une 
rotule de centre B, celle en A une liaison 
lineaire annulaire. Determiner les torseurs 
exerces sur les liaisons en A et B. 




Fig. 35 



EE Un arbre dt transmission (1) est guide 

en rotation par deux roulements a rouleaux 
coniques. La liaison entre (1) et le bati (0) est 
un pivot d'axe y. La partie pignon conique 
de P arbre supporte en A la charge F tefle 
que : F*= 2 500 t+ 1 500 f- 1 000 k'(N). 
Les poids sont negliges. Determiner le tor- 
seur d' action {T 0/1 } supporte par la liaison 
pivot et le couple C m transmis par la partie C 
de l'arbre. 




Rkponse 



2 500 N ; Y = - 1 500 ; Z = 1 000 ; L = - 30 Nm ; M = 0 ; N = - 300 ; C m = 150. 



C-] L'ensemble propose represente schematiquement une pedale de commande. 
L' action du pied sur la pedale 1, en B, permet de relever la tige de commande 2. La 
pedale est articulee (liaison pivot de centre 
A) sur le bati 0, de meme la liaison entre 1 
et 2 est une liaison pivot de centre C. T 
[10 daN, direction (C, Z)] schematise la ten- 
sion de la tige et F (direction B, Z) Paction 
du pied. L 2/ i _ pivot d'axe (C,x). 
L'ensemble_de la pedale etant en equilibre, 
determiner F et le torseur d' action de la liai- 
son pivot en A (F 0/1 ). 

R&ponse 




F = - 5,2 k (daN) 
Z = 15,2 daN ; L 
M = -21,2Nm. 



X= Y= 0 ; 
= N = 0 ; 



Fig. 37 
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y. Statique par les torseurs 



□ 



support propose assure le maintien 



de trois cables dont les tensions sont F A 
[1 000 N, plan (0, Y, Z)],P B [600 N, plan 
(0, X, Y)] et f£ (700 N). Le support 1 est 
fie dans le mur 0 (liaison encastrement de 
centre E ). a) Ecrire pour chaque tension le 
torseur correspondant. b) Isoler le support ; 
en deduire le torseur d'encastrement entre 
0 et 1 en E. 

Rkponse 

n = - 204 ; 



788 N 



1 810 



15,5 Nm ; M m = 23 ; N 0/1 = 25,2. 




Fig. 38 



Q IUne potence articulee se compose d'un 
socle 0 solidaire d'une colonne 1 (liaison 
encastrement de centre 0), d'une fleche 
articulee 2 [pivot de centre A et d'axe (0, 
Z)\, d'une contre-fleche articulee (3) [pivot 
de centre B et d'axe (C, Z )] et d'un palan 4 
fie a l'extremite D. R schematise le poids 
de la charge a manoeuvres A13 et CD se 
deplacent dans des plans horizontaux paral- 
lels a (0, X, Y). AO, BC et D E sont verti- 
cals (paralleles a 0, Z). Ecrire le torseur 
correspondant a la charge P en £, D, C , B, 
A et 0. Supposer a variable. Determiner 
les torseurs d' action sur les liaisons pivots 
(en A entre 1 et 2, en B entre 2 et 3) et sur 
la liaison encastrement (en 0 entre 0 et 1). 
Les poids sont negliges. 




Fig. 39 



Ud Une unite de fraisage est integree dans 
une chaine de fabrication automatisee. La 
force F et le couple M schematisent les 
efforts de coupe sur la fraise (3) en A. La 
liaison entre l'arbre porte-fraise 2 et le bati 
(1) est une liaison pivot de centre 0 et d'axe 
(0, Y), la liaison entre (1) et la semelle fixe 
O, une glissiere de centre B et d'axe (B, X). 
T schematise faction du dispositif de mise 
en translation integre a la semelle (verin, 
vis.. .). Determiner T et le torseur d'action 
sur la liaison glissiere en B entre (0) et (1). 

Riponse 

T = 60 daN ; X = 0 ; Y = - 20 daN ; 
Z = 30 ; L = - 66 Nm ; M = - 22 ; 
N = - 180. 



M 


= 50Nm 


M 


= -50T 


f 


^=60 daN 




f y =20 daN 




F z = -30 daN 




Fig. 40 
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aiATIQUt 



D L'arbre de trans- 
mission propose est 
guide en rotation par 
deux roulements a 
billes a contact radial 
en A et B. L'arbre 
recoit en D le couple 
C* = 100 T (Nm) et 
entraine en E une 
roue dentee (non 
representee) qui exer- 
ce F effort E 
(ff = 1 000 f- 500 f 
+ E 2 /c). 

a) En fonctionnement 
normal (charges et 
flexions d'arbre 
moyennes), la sche- 





1 000 N 


E y = 


-500N 




? 




100 Nm 



7777777 



7777777 



Fig. 41 



matisation des liaisons se ramene au cas de la figure 2 : rotule en A et lineaire annulaire 
en B. Determiner l es torseurs d' actions sur les liaisons en A et B. Calculer E,. b) Montrer 
que l'ensemble des deux liaisons en A et B se ramene a une liaison pivot d'axe (A, x). 
c) Le roulement B est remplace par un roulement a rouleaux cylindriques les charges et 
les flexions d'arbres sont supposees plus importantes et la schematisation se ramene au 
cas de la figure 3 : rotule en A et pivot glissant en B. Reorendre l es questions a) et b). 



Q Un pont eleva- 
teur, de capacite 
2 000 daN, est utilise 
pour des travaux de 
maintenance sur vehi- 
cules automobiles. Le 
pont se compose de 
deux colonnes (1) 
identiques, equipees 
chacune de deux 
paires de bras (3) et 
(4) articules (pivots 
d'axes (B, z) et (C, z) 
en B et C sur un cou- 
lisseau (2). Le coulis- 
seau, en liaison glis- 

siere d'axe (0, z) par rapport a la colonne, est manoeuvre (levage ou descente) par une 
tige filetee (5) entrainee par un motoreducteur (6). Le mouvement est transmis a la deuxie- 
me colonne par un systeme a roues et chaine. _^ ^ 

Le glisseur T*schematise la tension de la vis, ligne d' action (A, z), F D = - 500 k (daN) et 
F £ = - 350 k sont les actions exercees par 1' automobile. Les poids et les frottements sont 
negliges, l'ensemble est en equilibre. 




Determiner l es torseurs d' actions { T 1/2 }o, { T 2/4 }c, I T 2/3 }b et la valeur de T. 



T = 850 daN ; X V2 = 1,,, = Z 1/2 = 0 ; L u2 = 3 335 M ■ M w = - 11490 ■ K m = Y, = 0 ; Z 2/3 = 505 ; 



Reponse 



-M„ 



■5300; X 2/4 = Y w = 0 ; Z m = 350 ; L 2/4 = - 2 100 ; M 2/4 = - 3 640 Nm. 
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CINEMATIQUE 
GENERALITIES 
TRAJECTOIRES 

Objectifs 

■ Presenter la cinematique. 

■ Definir les notions de solide ou repere de reference, de mouve- 
ments absolu et relatif. 

■ Introduire les principaux mouvements de solides, la notion de 
points coincidents et de trajectoire. 

■ Definir les principales grandeurs cinematiques : vecteur-position, 
vecteur-deplacement, vitesse et acceleration d'un point. 

■ Foumir des elements concernant le reperage des solides. 



La cinematique est la partie de la mecanique qui etudie le mouvement des corps, inde- 
pendamment des forces qui les produisent. Les grandeurs etudiees s'appellent mouve- 
ment, deplacement, trajectoire, vitesse et acceleration. Le mot cinematique derive du 
grec kinema, qui signifie mouvement. 

La cinematique presente deux types d'applications. La premiere voie est orientee vers 
Fanalyse des grandeurs cinematiques liees aux mecanismes et aux machines. Son but est 
de definir la geometrie' et les dimensions des pieces ou composants, tout en remarquant 
que la geometrie retenue a une influence sur les efforts engendres. Exemples : engre- 
nages, transmissions diverses, cames, etc. La deuxieme voie est celle de la dynamique et 
de Fenergetique qui, pour determiner les mouvements a partir des efforts qui les pro- 
duisent, fait largement appel aux grandeurs de la cinematique. 

Remarque : en cinematique, les solides etudies sont supposes indeformables. Un soli- 
de peut etre defini comme un ensemble de points dont les distances respectives restent 
inchangees au cours du temps. 

1 • Solide ou repere de reference - Referentiel 

1. Repere et solide de reference 

En cinematique, le mouvement d'un solide peut etre defini par rapport a un autre soli- 
de choisi comme reference et appele solide de reference. 

Un repere de reference est un repere d'espace (exemples : reperes cartesiens (0 ; x, yj 
ou (0 ; x, y, z)) lie ou "colle" au solide de reference, permettant de reperer avec preci- 
sion la position et le mouvement du solide. 
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CinEmatique 



Exemple 

Si Ton considere le mouvement de 1' avion (1) par rap- 
port au sol (0), note M^/q, le sol est le solide de refe- 
rence. Un observateur, immobile au sol, voyant l'avion 
evoluer dans le ciel, peut servir d'origine a un repere de 
reference lie a (0). M vt 0//1 definit le mouvement inverse, 
l'avion est le solide de reference. Le pilote, immobile 
dans l'appareil, voit le sol defiler sous ses yeux et peut 
servir d'origine a un repere de reference lie a (1). 




Fig. 1 



2. Repere de temps 

Schematisation du temps 




passe 



f=0 



futur 



(point 



durSe 
entre f t et f 2 



date 
du mouvement 
(temps present) 



Fig. 2 



En mecanique classique, le temps est' considere comme absolu et uniforme. Chaque 
moment, chaque fragment de temps est identique au suivant. 

Le temps peut etre schematise par une droite, orientee du passe vers l'avenir, avec au 
besoin une origine des temps (t = 0). L' image equivalente de cet espace est une montre 
ou un chronometre. La lettre t, appelee date, symbolise un point de cet espace. 

Unite : la seconde, symbole s, est l'unite de base legale (unite SI) du temps. 

Les autres unites usuelles sont egalement utilisables : minute, heure, jour, annee, etc. 

Remarque : quelques notions concernant la relativite du temps sont proposees au 
chapitre « dynamique • mouvements plans », 



3. Systeme de reference ou referentiel 



Un systeme de reference est 1' addition ou la combinaison d'un repere de reference et 
d'un repere de temps. 



' : : " 

riferentiel 

ou 

systems de reference 



repere de 
referenco 

I? 1 



ig.3 








Remarque : en cinematique, le mouvement des solides sera defini par rapport a un sys- 
teme de reference. 
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10. Generalites ■ trajectoires 

II ■ Mouvements dbsolu et relatif 

1, Mouvement absolu 



Le mouvement d'un solide est dit absolu s'il est defini ou decrit par rapport a un refe- 
rentiel absolu. 

Un referentiel absolu (ou galileen) est un referentiel au repos absolu dans l'univers. 



En mecanique industrielle, la Terre peut etre assirnilee, avec une tres bonne approxima- 
tion, a un referentiel absolu (voir le chapitre « dynamique - mouvements plans »). 

Remarque : a la notion de mouvement absolu correspond les notions de vitesses abso- 
lues et d' accelerations absolues. 



2. Mouvement relatif 



Le mouvement d'un solide est dit relatif s'il est defini par rapport a un referentiel relatif. 
Un referentiel en mouvement dans l'univers est un referentiel relatif. 



A la notion de mouvement relatif correspond les notions de vitesses relatives et d' acce- 
lerations relatives. 

Exemple : prenons le cas d'un voyageur (2), marchant dans un wagon (1) en mouve- 
ment par rapport au sol (0). 




0 



Fig. 4 

R 0 = (0, x 0 , y,), lie a la terre, est un repere absolu. 

f?j = (A, Xj, yj), lie au wagon et R 2 (G, x 2 , y 2 ) lie au voyageur sont des reperes relatifs. 

Les mouvements M^/o et M^j^ sont des mouvements absolus. 

M^/i est un mouvement relatif ;. meme chose pour son mouvement inverse M*^. 

Remarque : le mouvement M^/o rcsulte de la combinaison des deux mouvements 
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C INEM ATIQUE 



ID • Principaux mouvements plans de solides 

Un solide execute un mouvement plan lorsque tous les points qui le constitue se depla- 
cent dans des plans paralleles entre eux. Par commodite, le plan retenu pour definir le 
mouvement sera celui qui contient le centre de gravite G et le solide sera assimile a une 
fine feuille ou a une fine lamelle. Cette schematisation permet de rassembler dans une 
meme categorie la plupart des mouvements de solides rencontres en technologie : trans- 
lations, rotations et mouvements plans generaux. 



Mouvements 



Resume des principaux types de mouvements plans 



Proprieties 



Exemple 



Translation 
rectiligne 



droite 




ABIIAqBo 

a o a = b 0 b 





t 



barre 1 



coulisseau 2 en 

translation rectiligne 



position in itiale position finale 



Translation 
curviligne 



Rotation 

d'axe fixe 



courbes quelconques 




AqBoIIAB 



AB= CD 




balai d'essuie-glace 
en translation 
circulaire 



Wellette 



autDbus 



AC=BD (gjS vJ\D 



arc de cercle de centre A 





ivion 



helice en rotation 



louvement 
plan 
general 



Fig. 5 



\ N \ 
\ N \ 
x \ \ 




bielle gCen mouvement plan 




(rotation) 



- ■ -rr- - 

piston 

translation 



1. Translation 



Un solide se deplace en translation si n'importe quelle ligne (AB) de celui-ci reste 
constamment parallele a sa position initiale au cours du mouvement. A tout instant, il 
n'y a aucune rotation de AB. 



1 3 0 



10. Generalites - trajectories 



Remarque : dans l'espace, deux lignes non paralleles seront necessaires pour definir 
une translation. 

Translation rectiligne : tous les points du solide se deplacent suivant des lignes paral- 
leles entre elles. 

Translation curviligne : les points du solide se deplacent suivant des courbes geome- 
triques identiques ou superposables. 

2. Rotation (autour d'un axe fixe) 

Le solide tourne ou est anime d'un mouvement angulaire autour d'un axe fixe perpen- 
diculaire au plan du mouvement. 

Les points du solide decrivent des cercles ou des circonferences centres sur l'axe. 
Toutes les lignes ou droites du solide tournent du meme angle 19 a chaque instant considere. 

3. Mouvement plan general 

Un mouvement plan general n'est ni une translation, ni une rotation. Tous les points du 
solide se deplacent dans des plans paralleles entre eux aux cours du mouvement. 

Remarque : un mouvement plan peut etre considere comme la combinaison d'une 
translation et d'une rotation. 



Exemple : fleche de pelle hydraulique. On suppose que les trois verins hydrauliques 
(10 + 1 1), (8 + 9) et (6 + 7) sont alimentes. 




ig.6 



M*^ = rotation de centre B ; = rotation de centre F ; 
M vt 5/2 = rotation de centre M ; = rotation de centre L ; 

n/io = translation rectiligne de direction AC ; 
^^9/8 = translation rectiligne de direction DE ; 
M^/g = translation rectiligne de direction KP, 

Les mouvements suivants sont tous des mouvements plans generaux : 
M^/o ; M% /0 ; M- 5/1 ; ; W ll/0 ; W w ; W m ; M* 6/0 ; M^i- etc. 
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CinEmatique 

IV • Points coincidents et trajectoire 



1. Notion de points coincidents 




Fig. 7 

Les solides (1) et (2) sont en mouvement entre eux et en mouvement par rapport au 

solide de reference (0). A un instant t quelconque, le point geometrique M peut etre 

considere comme lie, ou appartenant, a l'un quelconque des trois solides (0, 1 ou 2) et 

suivre le mouvement du solide auquel il est lie. 

Trois cas possibles : M lie a 1 (M,), M lie a 2 (M 2 ) et M lie a 0 (M 0 ). 

Les points Mj, M 2 et M 0 sont par definition des points coincidents a 1' instant t. 

Remarque 1 : il n'est pas necessaire que M soit un point materiel du solide auquel il 
est lie (c'est le cas de M 0 et M 2 ). 

A partir de la notion de points coincidents, il est plus facile de differencier les grandeurs 
cinematiques (trajectoires, vitesses, etc.) des points de chacun des solides. 
Par exemple, pour le mouvement M vt 1/0 au point M, on peut definir T M1/0 (la trajectoi- 
re), V m/0 (la vitesse) et a M1/0 (1' acceleration) du point M 1 lie a 1 par rapport a 0 ou R,. 
Meme remarque pour les mouvements M vt 2 /o et M^/i- 

Remarque 2 : il peut arriver que les points M v M 2 et M 0 coincident a tous les instants, 
on dit alors qu'ils sont constamment en coincidence. 

Exemple : ensemble des points appartenant a l'axe de rotation d'un solide. 



2. Trajectoire d'un point 

La trajectoire du point M est la courbe 
geometrique decrite au cours du temps par 
les positions successives de celui-ci dans le 
repere de reference R, . 

Remarque : si M appartient a un solide 
(1), la trajectoire de M, notee T M1/0 , est 
definie par 1' ensemble des points M 0 qui 
coincident avec Mj au cours du temps. 




'ig.8 
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10. Generalites • trajectories 



Exemple : roue avant de bicyclette. 
A est le point de 



contact entre la 
roue (1) et le 
sol (0). B est le 
centre de 1' articu- 
lation (ou du 
moyeu) entre la 
roue (1) et le 




cadre (2). C est un I . . 

point appartenant ^* a " ' 

a une poignee de frein. Le velo se deplace en translation rectiligne. Pour un tour de roue : 
. T C2/ o a segment CC\ T B2/0 = segment BB', T A2/Q = segment AA' (T A2/0 c'est aussi la 
trace laissee par le pneu sur le sol). 

T B1/2 est reduite au point B. Bj et B 2 sont constamment en coincidence. II en resulte 
que T B2/0 est identique a T B1/0 . 

T A1/2 = cercle de centre B et de rayon AB. 
• T A1/0 est une courbe particuliere appelee cycloide (voir figure). 



V ■ Vecteur-position et vecteur-deplacement 

La notion de vecteur-position est egalement abordee dans le chapitre "Vecteurs". 



1. Vecteur-position (M 

Ro - (0= X 0 , y 0 ) est un repere de refe- 
rence lie au solide de reference S,. 
Le vecteur position OM definit la posi- 
tion, a l'instant t, du point M dans son 
mouvement par rapport au repere de 
reference R n . 



2. Vecteurdeplacement M X M 2 

Si Mj est la position du point M a l'ins- 
tant £j et M 2 la position de M a t 2 , le 
vecteur M 1 M 2 definit le deplacement de 
M entre t 1 et t 2 pendant la duree 
(t 2 - tj. 



M,M 2 = MX) + OM 2 = OM 2 - OM, 



Remarque > 

le vecteur-deplacement M l M 2 mesure 
la distance entre Mj et M 2 . 




Fig. 11 
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CinEMAtique 



Exemple : considerons un avion (1) en phase ascentionnelle suivant une trajectoire rec- 
tiligne, R 0 est un repere lie au sol. 



OA^jj] ou 0^=1/ (km) 

qm^ 1 ^ ou 0^2= iii*+4~ 

M^I 2 = OJV? 2 -OM^ 

=(nr +4 r)-ir 

= nT+3~T 

Distance entre M 1 et M 2 : 

I M$ 2 \=Jll 2 +3 2 = 11,4km. 





yoi 








M 2 






Ait 

M 


\ „- 


















E 




E 


1 














0 


— *• 

/' 


11 km 

















Fig. 12 



VI - Vitesse et acceleration 



LVecteur vitesse V, 



Si MM' definit le deplacement du 
point M pendant la duree (t ' - t = At), 
on peut definir la vitesse moyenne de 
M a M' par : 

fT* = MM*' _ MM*' 
moy (t'-t) 



At 



Si maintenant on fait tendre t' vers t 
ou At vers 0 (« passage a la limite »), 
MM''= OM' - OM tend vers AOM et 
la vitesse moyenne tend vers la 
vitesse instantanee V M . 









\ tangents 






f 






J trajectoire de M 







Fig. 13 




La vitesse V M du point M est egale a la derivee par rapport au temps t du vecteur posi- 
tion OM. 

Remarque : la vitesse V M est toujours tangente en M a la trajectoire. 

2. V ecteu r-accel erati on 

Meme demarche que precedemment, 1' acceleration s'obtient en derivant par rapport 
au temps la vitesse V M . 
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10. Generalites - trajectoires 




Fig. 14 



a^: acceleration tangentielle portee par la tangente en M. 

c£ : acceleration normale perpendiculaire a et toujours orientee vers la partie conca- 
ve de la trajectoire. 



mouvement accelere mouvement d6c6l6r6 cas d'une vitesse constante 




'ig. 15 

VII- Reperage des mouvements de solide 



Le reperage d'un solide necessite 
deux families de parametres : 

a) des coordonnees pour definir la 
position d'un point origine apparte- 
nant au solide (OA par exemple) ; 

b) des parametres permettant de 
definir la position angulaire du solide 
par rapport au repere de reference 
(6 par exemple). 




Fig. 16 

Remarque : dans le plan, trois parametres suffiront pour reperer n'importe quelle posi- 
tion de solide (X A , Y,., et 9). Dans l'espace, six parametres seront necessaires. 

La description du mouvement du solide impose a la fois de definir les caracteristiques 
cinematiques d'un point (T Al/0 , V A1/0 et 0^ et la definition des grandeurs angulaires 
(6, (0 et a). 

Plusieurs types de coordonnees (cartesiennes, polaires, etc.) sont utilisables pour reperer 
la position du point (A) (voir formulaires). 
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EXERCICE RESOLU 



D L' ensemble propose represente schematiquement le systeme bielle (2), manivelle (1) 
et piston (3) d'un moteur a essence. Les liaisons en A, B et C sont des liaisons pivots 
dont les centres portent le meme nom. 

a) Determiner la nature des mouvements suivants : M vt 1/0 ; M^/q ; M*. 



2/0- 



> Tbz/o > T c2 / 0 et T C3/0 . 



b) En deduire la nature des trajectoires : T B1/0 , * B2 /o > 1 cz/o 

c) Tracer point par point la trajectoire du centre de gravite G de la bielle (T G2/0 ). 




AB = 


35 mm 


BC = 


128mm 


CG = 


2BG 



Fig. 17 



Resolution 

. M^j/q = rotation de centre A et T B1(/0 = T B2 / 0 = cercle de centre A et de rayon 
AB = 35 mm 

M^/q = translation rectiligne de direction AC, T C3/0 = T C2/Q = segment C 0 C 12 de 
70 mm de longueur, B 1 et B 2 , C 2 et C 3 sont des points constamment en coincidence. 
• M^/o - mouvement plan general. 

Tq2/q est une courbe symetrique, obtenue graphiquement point par point. 




/////////////////// 



C 3 



10 9 / 8 7 6 5-4 

course du piston =2 AB= n mm 



I l o 



\TB VD = TB21Q 



\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ 



Vig. 18 
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10. Generality - trajectoires 



EXERCICES A RESOUDRE 




O Le dispositif propose schemati- 
quement est un mecanisme d'en- 
trainement a griffe de camera. La 
manivelle (1) d'axe O v entraine en 

A la griffe (3). La biellette (2) d'axe — 
0, assure en 6 le maintien de (3). 
La griffe tire le film en C et le fait 
avancer d'une image a la cadence 
de 24 images par seconde. 

a) Determiner l a nature des mou- Fig. 19 
vements : M\ /0 ; M*^ ; M*^ ; 

b) Determiner l a nature des trajectoires : T A1/0 ; 

c) Determiner point par point, graphiquement ou par logiciel, la trajectoire du point 
C de la griffe T C3/0 . 

- Sur quel tron^ on et pendant combien de temps le film reste-t-il immobile ? 

- Quel est le sens de rotation de la manivelle (1) si le film avance de la gauche vers la 
droite ? 



^43/0 i T B2/0 et T B3/0 . 



O^A = 6,9 mm 
0 2 fl=11,1 mm 
AB= 15,9 
% = 15,9 
y 0 i = 2,95 
x c =-13,6 
y c = 5,8 

/V 1/n = 1 440tr.min" 1 




Fig. 20 
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^ Le mecanisme propose est une suspension de locomotive basee sur le mecanis- 
ime a quatre barres de watt. L'essieu moteur est en liaison pivot (axe C) sur deux boi- 
tiers a roulement (6). Chaque boitier est relie au bati par deux biellettes (3) et (4) arti- 
cules (pivots) en A, B, D et E. La suspension est obtenue par des ressorts (8). 
a) Determiner la nature des mouvements : ; M* 3/5 ; (5 = chassis), 
lb) Determiner la nature des trajectoires : T B4/5 et T D3/5 . 

c) Determiner p oint par point, graphiquement ou par logiciel, la trajectoire du point 
C si B varie entre B 1 et B 13 . Commenter l es formes et les particularites de la trajec- 
toire obtenue. Quel est Tinteret du dispositif ? 




Fig. 22 
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10. Generalites ■ trajectoires 



D La potence d'equilibrage proposee est utilisee pour diminuer le roulis sur les bateaux. 
Les potences sont placees perpendiculairement au plan de symetrie du bateau, la charge 
(7) face a la mer. Si Ton ecarte les charges (7), le moment d'inertie du navire par rapport 
a l'axe de rotation du roulis augmente, diminuant ainsi la vitesse de rotation ou roulis. 
La potence se compose d'un verin d'equilibrage a ressort (5 + 6), hbre de translater 
horizontalement dans la rainure R, et d'un ensemble de barre articulees entre elles en 
pantographe avec un contrepoids (8). Les liaisons en A, B, C, D, E, F, J, J, K et L 
sont des liaisons pivots de centre de meme nom. 

a) Quelle est la nature des mouvements : M*^ ; ; ; ; ; ? 

b) Montrer que les points A, C et F restent alignes et que AF/AC est constant. 

c) Determiner 1 ' effort F exerce par le verin en fonction de la valeur de P. 




AD=IJ 
KL = DF 
IA = JD 
KD= LF 




Fig. 23 




AB=BC=DE=2W 
40=DF=168O 

BD= CE= 1400 



Fig. 24 
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longueur (/.) du cable 4 : L =FB+BC+CG 
Let BC sont constantes 



La plupart des grues portuaires 
poursuivent le meme but : limiter et 
eviter le levage des charges. 
L'objectif, une fois la charge sortie 
de la cale du navire, est de translater 
celle-ci, horizontalement, sans leva- 
ge jusqu'aux quais, ce qui diminue 
les depenses energetiques. L'etude 
porte sur le modele le plus repandu, 
les grues dites a flechette. La grue 
proposee (capacite 50 tonnes) se 
compose d'une tourelle (0) pivo- 
tant sur le Mti (7) mobile en transla- 
tion sur des rails. 

Le mecanisme de la grue se com- 
pose d'une fleche (1) articulee en E 
sur la tourelle et en B sur la flechet- 
te (2). La biellette (3) articulee en D 
et A sur (0) et (2) assure le maintien. 
La manoeuvre de la fleche est assu- 
ree par un verin hydraulique 
(5 + 6). Un contrepoids (10) assure 
l'equilibrage de l'ensemble en com- 
pensant le poids de la fleche. La 
charge (8) de centre de gravite G 
peut monter ou descendre grace au 
cable (4) manoeuvre en F par un 
treuil situe dans la tourelle. Le cable 
coulisse librement grace aux pou- 
lies placees en B et C. Les liai- 
sons en A, B, C, D, E et F sont des liaisons pivots de centre de meme nom. 

a) Quell e est la nature des mouvements : M^/q ; M^/q ; M vt 2 /o ? En deduire l a natu- 
re des trajectoires 7 A3/0 ; T B1/0 ; T A2/0 et 7 B2/0 . 

b) Determiner point par point, graphiquement ou par logiciel, la trajectoire du point 
C appartenant a la flechette (2) T^/q. 

c) Si le treuil est a 1' arret, la longueur de cable FB + BC + CG restant constante, 
determiner la trajectoire T G8/0 du centre de gravite G de la charge. On negligera le 
diametre des poulies. 



AD = 


18 000 mm 


BC= 


12150 mm 


AB = 


4 500 mm 


BE= 


19 350 mm 


D 


^5 



rep 


FB 


CG 


d w 


1 






9° 


2 






14° 


3 






19° 


4 






24° 


5 






29° 


6 






34° 


7 






39° 


8 






44° 


9 






49° 


10 






54° 



treuil a 
I'arret 



7 1/0 



trajectoire de Aj 
trajectoire de B, 



Fig. 26 



Reponse 




10 



7 6 5 4 3 

T m (droite horizontale entre 3 et 10) 



NT" 



1/0 



rotation de centre E. 
M* 3/0 ; rotation de centre D. 
M^j/q : mouvement plan general. 
T A3/0 = T A2/0 = arc de cercle de centre D. 
T m/a = T B2/0 = arc de cercle de centre E. 



Fig. 27 
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MOUVEMENTS 
DE TRANSLATION 



Objectifs 

■ Indiquer les proprietes correspondant aux mouvements de 
solides. 

■ Definir les vitesses et les accelerations dans le cas des translations 
rectilignes. En donner les representations graphiques. 

■ Developper les principaux cas particuliers : mouvement rectiligne 
uniforme, mouvement rectiligne uniformement accelere, etc. 



1 ■ Translation des solides 

Lorsqu'un solide est en translation, chaque ligne de celui-ci se deplace parallelement a 
sa position initiale au cours du temps. 

Remarque : en cinematique plane, il suffit de montrer qu'une seule droite verifie la pro- 
priety pour qu'il y ait translation. Dans l'espace, deux droites non paralleles seront 
necessaires. 



1, Proprietes 



- Tous les points du solide en translation ont des trajectoires identiques (courbes geo- 
metriques superposables) : T = T A = T B = ■ ■ ■ 

- Tous les points du solide ont meme vitesse Jf : 3 = V A = V B = . . . 

- Tous les points du solide ont meme acceleration a ■ a = — Og = ■ ■ ■ 

- Le mouvement de translation d'un solide est completement defini par le mouvement 
de l'un quelconque de ses points. 



y 0 

reference 



rente r 

C3 % L 




(AB parallele a Aq B 0 a tout instant f ) 
V A =7 

trajectoirede/l(^= T) 



a - = /, . n , \trajectoirede5(r s = T) 
(position initiale f= 0) ^ J — — 



Fig. 1 
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2. Differents cas 

Schematiquement, on distingue deux grandes families de translations : 

a) Translations rectilignes 

Les trajectoires (T) des points sont des droites ou des segments paralleles. 

b) Translations curvilignes 

Les trajectoires des points sont des courbes geometriques quelconques identiques du 
plan ou de I'espace. 



Cas 



Trajectoires 



Propriites 



AqCq/IAC 
AqBqIIAB 




V 



a 



T\B ! 



w 




mouvement accellre mouvemenTTreine ou dec e ere 
(aet fsont porries par la trajectoire T) 



ABI/AqBo 




courbes identiques 




a <90° : mouvement 
accelere 

a > 90° : mouvement 
decelere 

v ysst JangfinJe igedeiR en a g« b 

a est oriente" vers la partie concave de 7" 



Fig.^ 

Exemple : translation circulaire pour laquelle les trajectoires T sont des cerdes ou des 
arcs identiques de meme rayon. 

Remarque : une translation circulaire ne doit pas etre confondue avec une rotation. 

Le solide (1) propose, suspendu en A et B 
par deux barres AD et BC, est en transla- 
tion circulaire par rapport au bati fixe (0). 
ABCD est un parallelogramme 

- Toutes les trajectoires sont des arcs de 
cerde de rayon R = AD = BC = . . . 

- La vitesse v est tangente aux trajectoires. 
En A et B, u est aussi perpendiculaire a AD 
et BC. 

- L' acceleration a est orientee vers I'inte- 
rieur des cerdes. 




Fig. 3 



II • Cas des translations rectilignes 

Les proprietes et les resultats de ce paragraphe sont applicable^ a un solide en transla- 
tion rectiligne, mais aussi a un point materiel se deplacant sur une ligne droite. 
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11. Mouvements de translation 



ongme 



trajectoire de >4/ 



0 



I A 



AX 



f'=f+ At 



M) 



Fig. 4 

La position du solide ou du point materiel (A), a I'instant t, est definie par la distance 
(ou abscisse) x, mesuree a partir du point 0 pris comme reference ou origine. 
A I'instant suivant t' (f = t + At), A s'est deplace et occupe la position A a x' de 0. 
Le deplacement de A a A' est (Ax = x' - x) et a ete effectue pendant la duree 
At= f'-t. 



1. Vitesses en A 

a) Vitesse moyenne (u moy ) 

La vitesse moyenne de A entre les instants t et t ' est egale a la distance parcourue divi- 
see par le temps mis pour parcourir cette distance. 



v ma)~ ~~At unites : m.S -1 ou m/s 



Exemple : sur un troncon d'autoroute parfaitement rectiligne, un vehicule monospace 
parcourt 5 km en 3 minutes 20 secondes. Determinons la vitesse moyenne : 

v = A* 5 000 25 ms -i 
^ At (3x60 + 20) 

ou y moy = 25 x 3,6 - 90 km.h- 1 

Remarque : la vitesse moyenne ne decrit pas les fluctuations du vehicule (ralentisse- 
ment, acceleration, arrets). Ce sera le role de la vitesse instantanee. 

b) Vitesse instantanee v 

Dans la formule precedente, plus At est petit, plus la vitesse moyenne se rapproche de 
la vitesse instantanee. Celle-ci s'obtient par passage a la limite (At tendant vers 0, ou t' 
tend vers t) et v est egale a la derivee de x par rapport au temps t. 

v = 4^ =•* unites : m.s -1 ou m/s 
d t 



donne 



2. Accelerations en A 

Les accelerations traduisent les variations de la vitesse (ralentissement, acceleration, 
etc.). L' acceleration moyenne a moy entre les instants t et t' est egale a la variation de la 
vitesse (Au = y' - v) divisee par At. Si on fait tendre At vers 0, 1' acceleration moyenne 
tend vers l'acceleration instantanee a (derivee de v par rapport au temps t). 
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± p'-p _Ai> 
t'-t At 



et 



1 .1 



unites : m.s" 2 



Remarque : si a est positif, le mouvement est accelere et la vitesse [/ augmente pro- 
gressivement. Si a est negatif, le mouvement est decelere, freine ou ralenti et v diminue 
progressivement. 

3. Representations et interpretations graphiques di verses 

De nombreux graphes sont possibles pour representee comparer et interpreter x, v et a. 
Remarque 

Si on elimine dt des relations v = 4r et a = 4^ . on obtient : I V , dv ~ a . dx 

at at I 



U du = {' ~\r est la derivee de l'energie cinetique (E c = 1 mv 2 ) 

2 

en prenant la masse m = 1 kg. 



Graphes 



Observations 




tangente en M 
/(__ 

at 



GRAPHE x = t(t) 

v A peut §tre determine par mesure 

de la pente de la tangente en M. 

m 



At 1 




GRAPHE V = f[t) 

a A peut etre determined par mesure 
de la pente de la tangente en M'. 



a A = tan r- 



5j; 

Af 



U . U _-tt 





< 


/airei= i/df= dx 


i 88 


At | 



GRAPHE v = f'{t) 

Aire hachuree = ydf = dx = A x A 

p 



(*2 



aire sous toute la courbe 
entre r,et f 2 




GRAPHE a = f"[t) 

Aire hachuree = adf = d v 

J d/ = 15-11 =J ( adf 



(«6 - H) - 



aire sous toute la courbe 
entre f, et f 2 



Fig. 5 




GRAPHE a = g(x) 

Aire hachuree : aix = vdv 



1 



variation energie 
cinetique 
entre fiet f 2 
pourm = 1 



J^d^i(^ 2 -H 



)=r 



d;r 



aire sous toute 

la courbe 
entre x^etxj 
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11. Mouvements de translation 



4. Mouvements rectilignes particuliers 



a) Mouvement rectiligne uniforme 

C'est le mouvement le plus simple, sans acceleration (a = 0) et avec une vitesse constan- 
te au cours du temps. 



Equations de mouvement 




X 0 : emplacement initial a t = 0 

v 0 : vitesse initiale et vitesse du mouvement 

x : deplacement a l'instant t 



Allure typique des graphes 







v , 




a i 








^s^P n 




"0 


v = v 0 
























(tWi a = v 0 ) 
t 


0 


t 




a = 0 


t 


0 









0 







Fig. 6 

b) Mouvement rectiligne uniformement accelere 

II sert de modele a de nombreuses etudes simplifiees. Pour ces mouvements, acceleres 
(a > 0) ou deceleres (a < 0), 1' acceleration a reste constante au cours du temps. 

Equations de mouvement 



a = a 0 = constante 
x = x 0 + v 0 t + a — 



conditions initiales du mouvement : 
a t = 0 ; x = x 0 ; v = v 0 et a = a 0 



Formule utile 



if = u 0 2 + 2a (x - Xq) 



Remarque : la formule s'obtient en eliminant le temps t entre les relations donnant v et x. 
Allure typique des graphes 





a = ao 



Fig. 7 



c) Mouvement ayant une acceleration fonction du temps t 

a = g(t) v = v 0 +| g(t) . dt x=x 0 +|v.dt 

d) Mouvement avant une acceleration fonction de la vitesse v 

a = h(v) t-f^r x=x 0 + |h^ 

L 0 h (v) Loo 

e) Mouvement ayant une acceleration fonction du deplacement x 

a = w(x) v 2 = Vq + 2 I w(x) . dx t = I avec u = z(x) 
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EXERCICES RESOLUS 



Q Le chariot d' une machine pour decoupage laser 
atteint la vitesse de 10 cm.s -1 en 2 secondes. Le chariot 
evolue a vitesse constante pendant 8 secondes puis s'ar- 
rcte en l'espace de 12,5 cm. Les accelerations et dece- 
lerations sont supposees constantes. Determiner les 
equations de mouvement pour chacune des trois phases. 

Resolution 

Phase 1 : acceleration a, ; 

conditions initiales : x,(l) = 0 et v 0 ( 1) = 0 

Forme generate : Vl =a^ e t X\ 

pour t = 2 : v l = 10 cm.s" 1 = a 1 x 2 => a, = 5 



a, = 5 cm.s~ 2 v 1 = 5 t 



2,5 1 2 



Remarque : pour t = 2 ; Xj = 2,5 x 2 2 = 10 cm. 

Phase 2 : translation uniforme a la vitesse 

v 2 = 10 cm.s" 1 ; x 2 = 10 t + x 2 (0) 

a t = 2 ; x 2 = 10 = 10 x 2 + x,(0) => x 2 (0) = - 10 



a 2 = 0 



i> 2 = 10 cm.s" 1 x- = 10 t - 10 



Remarque : pour t = 2 + 8 = 10 ; 
x 2 = 10 x 10 - 10 = 90 cm 

Phase 3 : mouvement decelere, la vitesse passe 
de 10 cm.s -1 a 0 sur 12,5 cm 
y|= v 2 0 + 2a 3 (x 3 - x 0 ) 
0 = 10 2 + 2a 3 (12,5) 
et [a 3 = - 4 cm.s -2 ] 
D 3 = a 3 t + u,(3) = - 4 t + u 0 (3) 



y 0 = 


10 


% = 


0 


^3" 


x 0 = 12,5 



Pour t = 10 ; u = 10 = ~ 4 x 10 + u 0 (3) et u 0 (3) = 50 
x 3 = - 2t 2 + 50 t + x,(3) 

Pour t = 10 ; x = 90 = - 2 x 10 2 + 50 x 10 + x 0 (3) 
x,(3) = - 210 




Fig. 8 



-4-- 



a (cm 2 .s H ) 
a-i =5 

a 2 = 0 



f 



■• 2 



10 i (s) 

a 3 = -4 



10 
8 

Sf 



v(cm.s" 1 



" r 

'Sffi 



v 2 = 0 




c 


i 


10 12,5 ( S ) 




ix(cm) 




00- 






50 


^/ 




20 : 






10 i 


it/- 


i i t 



0 2 

"igT9 



10 12,5 (s) 



a, = - 4 cm.s" 2 u„ = - 4t + 50 x, = - 2t 2 + 50t - 210 



t = 12,5 s lorsque v = 0. 



U Le deplacement (en m) d'un point materiel est donne par x=t 3 -12t + 3. 
Determiner le temps necessaire pour atteindre la vitesse de 36 m.s -1 . Que vaut l'accele- 
ration lorsque v = 15 m.s" 1 et le deplacement entre t = 1 et t = 4 s ? 
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Resolution 



. v = 36 = 3f 2 - 12 d'ou : t = \/ 36 ^ 12 - =4s. 

. v = 15 = 3t 2 - 12 d'ou : t = 3s, et a = 6f = 6 X 3 =18 m.S- 2 . 

. X 4 - X! = (4 3 - 12 x 4 + 3) - (l 3 - 12 x 1 + 3) = 27 m. 



t 


0 


1 


2 


3 


4 


5 


6 


V 


- 1 2 


- 9 


0 


15 


36 


63 


96 


X 


3 


- 8 


- 1 3 


- 6 


19 


68 


147 



a i 


, (m.s- 2 ) 


vt 


> (m.s- 1 ) 






> (m) 






30 - 
25 - 
20 - 
15 - 
10 - 
5 - 


7 


50 

10- 
0 

-10 


1 7 1 i i i 




50 
10- 




/ 

i i i 


i — *■ 


0 12 3 4 5 t 


5 


l — *■ 

t 


0 

-10 




5 


t 



Fig. 10 



[_l Le systeme bielle-manivelle sert de base a de multiples appareils (moteurs, ther- 
miques, compresseurs, presses, etc.). Le mecanisme se compose d'une manivelle OA (1) 
articulee en 0 sur un bati (0) et en A sur la bielle A B (2). La bielle est articulee en B sur 
le piston (3) anime d'un mouvement de translation rectiligne par rapport au bati (direc- 
tion x ou OB). Les liaisons en 0, A et B sont des liaisons pivots. Ecrire les equations 
generales du mouvement de translation du piston (Voir fig. 17 page 136). 

Resolution 

. a est P acceleration angulaire de 
la manivelle (1). 
. Par derivations successives, 
en remarquant que : 
R sin 6 = L sin j8 ; 
x = R cos 6 + L cos /}, 
on obtient les relations suivantes : 

x=fi(cos6 + v / /c 2 -sin 2 e'| 



v = - cor sin 6 + 



sin 26 
2 V^-sinV 




a = -co 2 i? 



cos d + 



CQSJZ 
<Jk 2 -sm 2 0 



+ — 
4 



Fig. 11 



sir? 26 



(k 2 -s\n 2 e) 



- ar 



sin 6 + 



sdn 26 
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EXERCICES A RESOUDRE 



Q Determin er les equations des 4 
mouvements du graphe propose. 



Xl = 0,75t - 0,75 ; 

x 2 = 1,5 ; 

x 3 = t ; 

x, = 0,6t + 2. 



x(m) 
5 
4 
3 
2 
1 



Reponse 

















■ 


















0 
























Q 































5 6 



Fig. 12 



f(S) 



Q Le graphe des vitesses propose 
donne les trois phases de la course aller 
d'un chariot de machine automatise. 
Conditions initiales : 
t = 0, x = 0 

Determiner les accelerations et les 



equations des trois mouvements. 



v m.s" 



Fig. 13 






O Le graphe des vitesses propose 
decrit la vitesse d'un objet en chute libre 
(translation rectiliene). Determiner les 
equations du mouvement si, pour t = 0, 
x = - 200 m. 

RpnniiBP 


a = - 10 m.s -2 ; 
1) = - 10 t + 30 

v(m.s~ 1 ) , 
10 • 

0 

• 10 - 

Fig. 14 


X = - 5t 2 + 30t - 200. 
1 1 — — i 


1 2 3\J4 f(s) 



I—] Un cyclomoteur part d'une ville A 
vers une ville B a la vitesse moyenne de 
40 km.h" 1 (vent de face). Arrive en B, il 
revient vers A a la vitesse moyenne de 
60 km.h" 1 (vent de dos). a) Determiner 
sa vitesse moyenne pour un aller et 
retour. b) Montrer que cette vitesse est 
independante de la distance entre les 
deux villes. On remarquera que cette 
vitesse n'est pas egale a 50 km.h -1 . 



Q Soit trois trains A, B et C circulant 
entre Amiens et Paris via Creil (distan- 
ce Amiens -Paris 150 km ; Amiens -Creil 
90 km). A part d' Amiens, vers Paris, a 
7 h 30, a la vitesse de moyenne de 
150 km.h" 1 , sans arret. B part de Creil, 
vers Amiens a 8 h a la vitesse de 
80 km.h" 1 , sans arret. C part de Paris, 
en direction de Creil, a 7 h 45 a la vites- 
se de 120 km.h" 1 , s'arrete a Creil pen- 
dant 15 minutes, puis repart vers 
Amiens a 150 km.h" 1 . a) Ecrire les 
equations des trois mouvements. Tracer 
les graphes correspondants. b) A quel- 
l e heure et a quelle distance y a-t-il croi- 
sement de A avec B et de A avec C \ 
c) A qu elle heure et a nu elle distance C 
depasse-t-il B ? 

Reponsi 



X A ~- 120t + 150 ; X B = 80t + 20 ; 
X c = 120f-30 (si ts0,75); 
X c = 60 (si 0,75 < t < 1) ; 



X c = 150t - 

A avec B 
A avec C : 
B avec C : 



90 (si t » 1) ; 

= 0,65 et X = 72 ; 

= 0,75 et X = 60 ; 

= 1,5714 etx = 145,7. 



[_) Une voiture. de formule 1 effectue la 
distance 0 - 1 000 m, depart arrete, en 
19 secondes. Si le mouvement est sup- 
pose rectiligne et uniformement accele- 
re, determiner 1' acceleration du vehicule 
et sa vitesse au bout des 1 000 m. 

R&ponse 



a = 5,54 m.s _i 



Fig. 15 



105,3 m-S" 1 (379 km.h- 1 ). 
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11. Mouvements de translation 



U Un pieton marche le soir sous un 
lampadaire, le mouvement est suppose 
rectiligne et uniforme. Le pieton mesu- 
re h = 1,8 m (le lampadaire H=6m) 
et marche a la vitesse Vj constante. 

a) Determiner la vitesse V 2 de l'extre- 
mite (A) de l'ombre du pieton en fonc- 
tion de la vitesse V 1 de celui-ci. 

b) Montrer que V 2 est constante. 



Fig. 16 




LJ Aux Etats-Unis, les competitions 
entre dragsters sont classiques. Le vain- 
queur est celui qui, depart arrete, par- 
court le plus vite une distance imposee 
(1 000 m, 1 mille, 2 000 m, etc.). Un 
des dragsters atteint la vitesse de 
280 km.hf 1 entre 0 et 400 m. Si le 
mouvement est suppose rectiligne et 
uniformement accelere, determiner 
P acceleration de l'engin et le temps mis 
pour parcourir les 400 m. 




Fig. 17 



EQ Pour atterrir, un avion arrive en 
bout de piste a la vitesse de 300 km.h -1 . 
La longueur d'atterrissage est de 
1 200 m et le mouvement est suppose 
uniformement decelere. Determiner la 
deceleration de l'appareil et la duree 
totale de l'atterrissage. 

Reponse 

a = -2,89m.s- 2 ; f = 28,8 s - 




• EI Pour le tournage d'un film d'action, 
on prepare avec precision la scene oil 
une automobile tombe du haut d'un 
pont et fait une chute sur la hauteur 
h = 120 m. La resistance de Pair est 
negligee, g = 9,81 m.S" 2 est l'accelera- 
tion du mouvement. a) Ecrire P equa- 
tion du mouvement. b) Determiner la 
duree de la chute, c) Quelle est la vites- 
se d'arrivee au fond du ravin ? 

Reponse 

x = 4,9 t 2 ; v = 9,81 1 ; t = 4,95 s ; 
v h = 48,6 m.s- 1 (175 km.h" 1 ). 



oosition initiate 




Fig. 19 



LJ Avec un pistolet, on tire verticale- 
ment vers le haut. La balle sort du 
canon a la vitesse de 600 m.S" 1 , 
La resistance de Pair est negligee, 
g = 9,81 m,s~ 2 . a) Determiner les equa- 
tions de mouvement de la balle (a, v et 
x). b) En deduire la hauteur maxi d' as- 
cension de la balle. c) Quelle est la 
vitesse du projectile a 6 000 m d' altitu- 
de ? d) Au bout de combien de temps 
retombe-t-il au sol et a quelle vitesse ? 



LJ Une automobile arrive en haut 
d'une cote a la vitesse de 72 km.h" 1 , 
puis descend en roue libre une pente de 
15 %, freins desserres sur une longueur 
de 1 000 m. Determiner l a vitesse d'ar- 
rivee du vehicule au bas de la cote et le 
temps mis pour descendre. 

Reponse 

a = 3 sin a = 1,46 m.s" 2 ; t = 25,7 s ; 

V = 57,5 m.s-' (207 km.h" 1 ). 
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ClNEMATIQUE 



Q Un colis descend un plan incline AB 
(angle a, hauteur h). Le mouvement de 
descente s'effectue a acceleration constan- 
te. a) Montrer que la vitesse d'arrivee en B 
est independante de a et ne depend que 
de h. b) AB = 3 m ; BC = 3,6 m ; le colis 
arrive en A a la vitesse V A = 1,2 m.s -1 et 
s'arrete en C 2,8 secondes apres avoir 
quitte A ; F acceleration entre A et B est de 
0,3 g. Determiner la deceleration entre B 
et C (supposee constante) et le temps mis 
pour aller de B a C. 

Reponse 

= - 2,65 m.s- 2 ; t = 1,723 s , 



colis 




Fig. 20 



Q Une equipe de cascadeurs prepare un 
numero ou l'un d'entre eux, monte sur un 
tabouret de hauteur H = 4 m, attend 
qu'une voiture lancee a la vitesse constan- 
te v vienne le percuter. g = 9,81 m.s - " 2 , les 
pieds sont suffisamment fragiles et le cas- 
cadeur tombe verticalement. a) Ecrire les 
equations de mouvement. b) Quelle doit 
etre la vitesse v minimale pour que le cas- 
cadeur tombe sur le sol et pas sur le toit du 
vehicule ? 
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Fig. 21 



d Une rame du metro du futur rehe 
deux stations distantes de 10 km. Si 
1' acceleration et la deceleration, suppo- 
sees constantes, sont limitees a 0,6g 
(g = 9,81 m.s -2 ) et si la vitesse est limi- 
tee a 400 km.h -1 , determiner le temps 
mis pour parcourir les 10 km. 

Reponse 

1,81 minute. 



1—1 L' acceleration d'un chariot de 
machine de production automatise est 
indiquee par le graphe propose. Les 
conditions initiales du mouvement 
sont : t = 0 ; x 0 = 0 et u 0 = - 8 cm.s -1 . 
a) Determiner les equations du mouve- 
ment. b) Quelle est la vitesse du chariot 
a t = 5 s et le deplacement effectue 
pendant les deux premieres secondes ? 

a (cm.s -2 ) f 




2- 



0 1 2 3 4 5 ?(S) 

Fig. 22 



Q Le principe du systeme manivelle- 
cadre sert de base a de nombreux appa- 
reils divers (scie sauteuse, taille-haie, mou- 
Unet, etc.). Le mecanisme se compose 
d'une manivelle (1), entrainee en A par 
un moteur, et transmettant en B un mou- 
vement de translation rectiligne alternatif 
a un cadre (2). Ecrire les equations gene- 
rales du mouvement du cadre. 

R&ponse 



y = R cos 8 = R cos cot ; v = - <oR sin 6 ; 
a = - co z R cos ft 

y> glissiere. 




Fig. 23 



Un navire porte-conteneurs avance a 
la vitesse de 10 noeuds (1 noeud = 0,5144 
m.s" 1 ). Les moteurs sont coupes. II faut 
12 minutes au bateau pour reduire sa vites- 
se a 5 noeuds, Quelle distance a-t-il parcou- 
ru si la deceleration est proportionnelle au 
carre de la vitesse (a = - /cu 2 ) ? 

Reponse 

k - 5 ; u = 10/(1 + 5t);x = 2 In (1 + 5t); 2 567 m, 
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MOUVEMENTS 
DE ROTATION 



Objectifs 

■ Definir les notions de vitesse et d'acceleration angulaires. 

■ Traiter les cas particuliers : rotation uniforme et rotation unifor- 
mement acceleree. 

■ Indiquer la valeur de la vitesse et de l'acceleration pour un point 
lie a un solide en rotation. 

■ Definir les notions de vecteur-rotation et de vecteur-acceleration 
angulaire. 



1- Angle de rotation, 

vitesse et acceleration angulaires 



1. Angle de rotation 0 



La rotation d'un solide est definie par son 
mouvement angulaire. Pour un solide en rota- 
tion plane (rotation d'axe 0), il suffit de mesu- 
rer Tangle de rotation 8 d'une droite quel- 
conque (OA, OB, etc.) appartenant au solide 
pour reperer la rotation de celui-ci. 

Remarque 

I tour = 2 n radian = 360" (1 rad = 57,296"). 

II n'est pas necessaire d' avoir un axe de rotation fixe pour avoir un mouvement de rotation. 





— s \ 




/V a) 








S\ A 6 * 




' axe de reference x 







ig. 



Ob " 9a + Y 



2. Vitesse angulaire ou vitesse de rotation co 



La demarche est la meme que pour les trans- 
lations rectilignes. 

Vitesse angulaire moyenne 




position a ' 
f'=r+Af | 




position a I'instant f 



Fig. 2 
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ClNEMATIQUE 



Vitesse angulaire instantanee 



At->o\At/ at 
unites : rad.s" 1 



Remarque : si N est la vitesse de rotation en tours par minute, alors 



30 



Exemple : N = 1 000 tr.mirf 1 donne co = 1 71 = 104,72 rad.s -1 . 
On remarquera que (0 = 0,1 N. 



3. Acceleration angulaire a 




ou 




Remarque : 



6)dG)=ad9 ou dd 6 = Odd 



4. Mouvement de rotation uniforme 

L' acceleration angulaire a est nulle et les equations de mouvement sont : 



« =0 = 0 co= (Oo =constante 0 = 0 o + «* 



Exemple : equations de mouvement d'un moteur electrique tournant a 1 500 tr.min 
Quel est Tangle parcouru en une heure ? 



m - % N _ 71 X 1 500 _ -I C7 ra( j 1 ^ * n o n 
®--ygr- 10/rad.s . a t = 0,6 0 = 0 



Equations : co = 157 rad.s -1 ; 6 = 157t 

^heur"^ 157 x 3 600 = 565 200 rad (~ 90 000 tours). 

5. Mouvement de rotation uniformement accelere 

L' acceleration angulaire a est constante. 



at 2 

a =constante co = at + cOq 6- 6 0 + c^t + — 



Formule utile 



to 2 - fflb 2 + 2a(0-0o) 



Conditions initiales : a t = 0, G) = (ty, et 0 = 6 0 . 
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12. Mouvements de rotation 



Remarques : si $ > 0, il y a acceleration ; si a < 0 il y a deceleration ou freinage. 
Les relations precedentes sont analogues a celles etablies pour les mouvements de trans- 
lation rectiligne. 

Exemple : un arbre de turbine atteint la vitesse de 4 000 tr.mirf 1 en huit minutes. 
Determinons les equations du mouvement si 1' acceleration est constante. 

A t = 0, 8 0 = 0 et (o 0 = 0, il resulte que : 

a 

oj = at et 0 = 
A t = 8 x 60 = 480s, o) = 40 3 ° 0 071 = 418,9 rads" 1 

«=f = ^ = 0,873 rads" 1 
Resultats : a> = 0,873 t et 6 = 0,436 t 2 



II - Vitesse et acceleration d'un point 

1. vitesse 



La trajectoire de A, T A , est le cercle de centre 0 et de 
rayon OA - R. 

V A est tangente en A au cercle (T A ) ; elle est egalement 
perpendiculaire en A a OA. 

L'intensite de V A est egale au produit de OA par la vites- 
se angulaire (Q du solide 



V A = co . OA = o)R 

















\ J 




CO / / 








/ \ 
/ \ 
/ \ 
1 








X 



Fig. 3 



2. Acceleration 

L' acceleration cf^ du point A possede une composante 
normale <(dirigee de A vers 0) et une composante tan- 
gentielle <(tangente a T A ou perpendiculaire a OA). 





Differents cas 



Fig. 4 



vitesse constants 




a = 0 
a f =0 
co = constante 



Fig. 5 



acceleration 




a>0 



deceleration ou freinage 




a<0 
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CinEmatique 

ni-Vecteur-rotation© 

La representation vectorielle de la vitesse de rotation <y est necessaire aux etudes cine- 
matiques dans l'espace. La demarche est la meme que pour le vecteur-moment et le 
moment scalaire. 



1. Vecteur-rotation cS 



L'axe de rotation (0, z) est perpendiculaire au 
plan du mouvement de rotation (0, x, y). 
La vitesse angulaire co est definie par le vec- 
teur-rotation CO porte par l'axe de rotation et 
tel que : 



%=o?aOA 



Remarque : si la rotation se fait de x vers y, 
ftfest positif et est orientee vers les z positifs. 



i 




,axede N ,-— 
i rotation 



Fig. 6 



2, V ecteu r-accel erati on angulaire a 

Comme pour a, le vecteur acceleration angu- 
laire a est porte par l'axe de rotation (0, z). 
L' acceleration du point A devient : 



aZ = (xa OA*+ 6) a (co a QA^ 
q^oaDA* 0^= wa(c$aOA} 




Fig. 7 

3. Cas d'un mouvement plan 

Si le mouvement est effectue dans le plan (0, x, y), c5 est dsont constamment portes 
par z (vecteur unitaire fc) et s'ecrivent co = <a /c et a = a 

u et v sont des vecteurs unitaires de OA* et de 
la perpendiculaire a OA. 

OA =OAu 

KAU = vetKAV = -U 

V* A = a a OA - at a OA u = (o OA v 
a? = a a OA = ak a OA u = a OA v 
a n = o) a (<o a OA) = co a V A 
= cok a co OA v = - co 2 OA u 




a:=a.OAu-^.OAu = a/?i> > -60 2 i?u 



Fig. 8 

(0 ; x ; y ; z) = repere de reference, 
(0 ; u ; v ; z) = repere lie au solide. 
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12. Mouvements de rotation 



EXERCICE RESOLU 



Q Pour l'helice d' avion proposee, si la vitesse angulaire est de 1 000 tr.min" 1 , deter- 
miner les vitesses et les accelerations des points A, B et D (OA = OB = 1 m ; 
OD = 0,5 m ; co est constante). Des que le moteur est coupe, l'helice fait 50 tours avant 
de s'immobiliser. Determiner la deceleration angulaire, l'acceleration tangentielle en A 
et le temps que le moteur met pour s'arreter (t,). 

Resolution 

al V a - V b - V d _ ft7 _ 7t X 1000 --|n4 7 j -l 
aJ OA OB OD 30 wvraas 

V B =V A = 104,7 x l = 104.7 m.s- 1 ; V D = 104,7 x 0,5 = 52,36 m-S" 1 

co est constante : a = 0 ; a t = aR = 0 ; a n = co 2 R ;~a=~a n 

\b = *nA = 104,7 2 x 1 = 10 966 m.s" 2 ; a„ = 104,7 2 x 0,5 = 5 483 m.s" 2 



104,7 m.s- 1 




horizontale 



Fig. 9 

b) co 2 = co 0 2 + 2a (6 - 0 O ) = O = 104,7 2 + 2a (50 x 2k) 

d'ou : a = - 17,45 rad.s" 2 

a, = aR = - 17,45 x 1 = - 17,45 m.s" 2 

Equations de mouvement : 0 = - 8,73 t 2 + 104,7 t ; co - 
En fin de mouvement : 
(0 = 0 = - 17,45 t + 104,7 d'ou t = 6 s 



Remarque 

V A et a nA varient au cours de la deceleration. 

0 ^ V A ^ 104,7 ; 0 ^ a nA « 10 966 

Si on suppose qu'au demarrage, l'helice fait 
50 tours pour atteindre la vitesse de 

1 000 tr/min, les resultats precedents sont 
inverses : a = 17,45 rad.s 2 

a, = 17,45 m/s 2 et t d = 6s. 



17,45 t + 104,7. 




Fig. 10 
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ClNEMATIQUE 



EXERCICES A RESOUDRE 



Q Sur un tour automatique de pro- 
duction, on usine un cylindre de 
100 mm de diametre. La vitesse de 
rotation de la piece est de 300 tr.mirr 1 . 
Le mouvement d'avance de l'outil est 
neglige, a) Determiner la vitesse de 
coupe V Q (vitesse de la pointe de l'outil 
par rapport a la piece), b) On envisage 
d'usiner un cylindre de 70 mm de dia- 
metre. Si on conserve la meme vitesse 
de coupe, quelle doit etre la vitesse 
angulaire de la piece ? , , 

ph 

V c = 1,57 m.s-> (94,2 m.min- 1 ) ; N = 430 tr.mirr 1 . 




Fig. 11 



Q Une meule a tronconner doit tra- 
vailler a une vitesse peripherique de 
80 m.s -1 . Determiner les vitesses de 
rotation N des meules, si elles ont les 
diametres d suivants : 50 ; 65 ; 75 ; 
90 ; 100 ; 115 ; 150 et 200 mm. 
Tracer le graphe correspondant 
N = f(d) avec N en tr.min -1 . 



Q Un moteur electrique met deux 
secondes pour atteindre sa vitesse de 
regime 1 500 tr.min" 1 . Si 1' acceleration 
angulaire est supposee constante, 
determiner les equations du mouve- 
ment et le -nombre de tours effectues 
pendant le demarrage. 

RSponse 

a = 78,54 rad.s" 2 ; a = 78,54 t ; 6 = 39,27 f 2 ; 25 tours. 



O Reprendre l'exercice 4 avec une 
turbine atteignant la vitesse de 
5 000 tr.min -1 en 10 minutes. 



Q Un arbre de transmission fait 
25 tours pendant 5 secondes avant d' at- 
teindre sa vitesse de regime co } . Si le mou- 
vement est uniformemeoL ^ccSiri, deter- 
miner les equations du mouvement et co f . 

Riponse 

a = 4 jc rad.s" 2 ; (is = 12,56 t-e = 6,28 1 2 ; 
(»/= 62,8 rad.s- 1 . 



Q Reprendre l'exercice 6 avec un arbre 
de presse faisant 40 tours en 4 secondes. 



Q Des 1' instant ou le moteur est 
coupe, une helice d' avion qui tournait a 

1 200 tr.min -1 effectue 80 tours jusqu'a 
1' arret complet. Si la deceleration est 
supposee constante, determiner les 
equations de mouvement et le temps 
que le moteur met pour s'arreter. 

Riponse 

a = - 15,7 rad.s -2 ; 
m = - 15,7 ( + 125,7; 

6 = -7,85 tz + 125,7f;8 s. 



O Reprend re l'exercice 8 avec 
800 tr.min -1 et 60 tours. Si le rayon de 
1' helice est de 800 mm, determiner la 
vitesse et 1' acceleration d'un point de la 
peripheric lorsque la vitesse de rotation 
est de 400 tr.min" 1 . 



D Une automobile aborde un virage 
de rayon R = 150 m a la vitesse de 
90 km.h -1 . Si l'acceleration du vehicule 
est de 1,5 m.s -2 sur sa trajectoire, deter- 
miner l'acceleration supportee par les 
passagers (en A). 

Riponse 

a, = 4,17 m.s- 2 ; a, = 1,5 ; a A = 4,43. 



Fig. 12 
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12. Mouvements de rotation 



ED Reprendre l'exercice 10 avec un rayon R de 100 m. a) le vehicule roule a la Vites- 
se constante de 90 km.h" 1 ; b) le vehicule a une deceleration de 3 m.S" 2 sur sa tra- 
jectoire ; c) le vehicule accelere (1,8 m.s -2 ) sur sa trajectoire. 



Un avion de voltige descend en 
pique puis redresse selon une trajectoi- 
re circulaire (A, B, C) de rayon : 
R = 250 m (a = 30") . La vitesse de 
l'appareil est de 450 km.h" 1 en A et 
T acceleration tangentielle de 10 m.s" 2 . 
a) Determiner Facceleration supportee 
par le pilote en A. b) Determiner la 
vitesse de passage en B si Facceleration 
tangentielle reste constante. 

Reponse 

a, = 62,5 m.s- 2 ; a, = 10 m.s -2 ; a A = 63,3 m.s" 2 ; 
V E = 486 km.h" 1 . 

\ zAverticale 



v 




Fig. 13 



Q Une centrifugeuse est utilisee pour 
entrainer les pilotes et les astronautes a 
subir de fortes accelerations, a) On 
impose une acceleration maximale de 
12 g (g = 9,81 m.S" 2 ). En deduire la 
vitesse de rotation maximale de la cen- 
trifugeuse et la vitesse V A de l'astronau- 
te. b) Le moteur est coupe, le dispositif 
met 10 tours pour s'arreter. Si la dece- 
leration est constante, determiner le 
temps mis jusqu'a T arret. 

Reponse 

(o = 3,84 rad.s" 1 ; V A = 31 m.s" 1 ; a = - 0,12 rad.s" 2 
t = 32,7 s. 



nacelle 

bras i 




fixe 



Fig. 14 



EQ Reprendre l'exercice 12 avec 
R = 800 m, a = 45° ; 600 km.h" 1 . 
Determiner les accelerations en A et B . 



U Pour le systeme bielle manivelle 
propose, p repere Tangle de rotation de 
la bielle (2). a) Determiner la valeur de 
P en fonction de 6 Tangle reperant la 
rotation de la manivelle (vilebrequin). 
b) En deduire l es valeurs de j3, la vites- 
se angulaire et ft, T acceleration angulai- 
re. 



1 A 2 




0 — 1 

MBAVv 

0 



Fig. 15 



OA = R 


AB = L 


k ~ L 


6=wt 



sin p = k sin 8 

p = a>kcos8 

•• a?ksin6(k 2 -l} 



k 2 sin 2 8 
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CinEmatique 



Q Reprendre l'exercice 15 avec le 
imecanisme de pompe oscillante propo- 
se. Le cylindre (3) est articule en B 
(fcwot) sur k bai\ (0). . 
OA = R;OB=l ;k=-g. 



A 




(fc 2 -2kcos0+l] 
_ a? k{k 2 -i)sm6 
[k 2 + l-ZkcosO] 



Une croix de Malte a 8 faisceaux 
est utilisee dans un projecteur pour salle 
de cinema. La manivelle (1), animee 
d'un mouvement de rotation uniforme 
(1 630 tr.min" 1 ), entraine en A la croix 
de Malte (2). Celle-ci est animee d'un 
mouvement de rotation intermittent et 
fournie la cadence de base des 
24 images par seconde. 
En utilisant les formules de l'exercice 
16, determiner /? maxi , /? majd et 
OA = 9 mm, OB = 24 mm. 




o o 



Fig. 17 
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MOUVEMENT 
PLAN 



Objectifs 

■ Decrire les caracteristiques des mouvements plans. 

■ Definir et developper les notions d'equiprojectivite et de centre 
instantane de rotation (CIR). 

■ Indiquer les relations vectorielles liant les vitesses et les accelera- 
tions de deux points appartenant a un meme solide. 



Un solide est en mouvement plan lorsque tous les points de celui-ci se deplacent dans 
des plans paralleles a un plan de reference. Une translation (plane) et une rotation d'axe 
sont des mouvements plans particuliers (voir page 130). 

Pour ce chapitre, sauf si une extreme precision est exigee, il ne faut pas hesiter a utili- 
ser des methodes graphiques pour resoudre les exercices (meme demarche qu'en sta- 
tique plane). 

/ 

I-Etude generale-Exemples 

Un mouvement plan peut etre considere comme l'addition d'une translation et d'une 
rotation. 



Exemple 1 : prenons le cas d'une echelle posee en B sur le sol et appuyee en A sur 
un mur. 




Fig. 1 
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CinEmatique 



L'echelle decrit un mouvement plan par rapport a l'ense:mt^S»^y:fiigi'.-»>. • 
Pour passer de la position initiale (A 0 B 0 ) a la position finale (AB), On peut faire une trans- 
lation (T) amenant B 0 en B et A„ en A' suivie d'une rotation d'axe B, d' angle a, ame- 
nant A' en A. 

On peut aussi utiliser une translation a partir de A (A 0 A) suivie d'une rotation autour de 
A (amene B' en B). 

Remarque : compte tenu de cette propriete, 1' etude des mouvements plans se ramene 
a 1' addition ou la combinaison d'une translation et d'une rotation. 

Exemple 2 : systeme bielle manivelle. 
Les liaisons en 0, A et B sont des pivots 
dont les axes sont perpendiculaires au 
plan de la figure. 

Le mouvement du piston (3) par rapport 
au bati (0), M^/q, est une translation rec- 
tiligne de direction OB. 
Le mouvement de la manivelle (1) par 
rapport a (0), M*^, est une rotation 
d'axe 0. 

Le mouvement de la bielle (2) par rap- 
port a (0), M^/o? est un mouvement plan 
general.' 



manivelle 1 




bielle 2 piston 3 





////////. 























0 (bSti ou bloc moteur) 



Fig. 2 



Remarque : M*^ et M^^, sont des mouvements plans particuliers. 



Il-Equiprojectivite 

La propriete d'equiprojectivite est l'une des proprietes les plus importantes de la cine- 
matique du solide. Abordee a l'occasion du mouvement plan, elle est egalement verifiee 
pour des mouvements quelconques de solides dans l'espace. 

1. Enonce 



Soit deux points A et B appartenant a un meme solide et V A et V B les vecteurs- 
vitesses respectifs, la projection orthogonale de V B sur .AB est egale a la projection 
orthogonale de sur AB. Autrement dit, le produit scalaire de V A par AB est egal 
au produit scalaire de V B par AB, 



V A . AB~ Vs_. AB 
ou : AH = BK 
ou : V A cos a - V B cos p 
Project. \? A /AB = Project. %/AB 

Fig. 3 
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13. Mouvement plan 



Remarque 1 : aH et bK sont perpendiculaires a AB. H et K sont tous deux situes du 
meme cote par rapport a A et B (a droite sur la figure). 

La propriete est verifiee pour tous les points du solide, pris deux a deux de maniere quel- 
conque. De ce fait, on dit que le champ des vitesses est equiprojectif. 

Remarque 2 : en pratique, pour tout solide en mouvement plan, il suffit de connaitre 
completement la vitesse d'un point et la direction d'une autre, pour determiner la Vites- 
se de tous les points. 

Exemple 1 : reprenons l'exemple de l'echelle du paragraphe 1. L'echelle de longueur 
AB = 3 m, glisse en A, vers le bas a la vitesse de 0,5 m.S" 1 . Determinons la vitesse de 
glissement en B sachant que celle-ci appartient au plan du sol (direction x). 



Methode de resolution graphique 




Par le calcul 

V A = - 0,5 J (en m.s 1 ) 
V B = V B . T(direction x) 
v£ . M= % . M 

V A COS 30" » V B COS 60" 
0,5 x 0,866 m 0,5 V B 
d'ou : Vs = 0,866 m.s- 1 



-*--TT 



ig. 4 

Remarque : si on adopte une construction graphique, il faut commencer par tracer la 
figure a une echelle donnee (exemple : 1 cm pour 0,3 m), en respectant les angles. 

Ordre des constructions : choisir une echelle pour tracer les vitesses (exemple : 1 cm 
pour 0,1 m.S -1 ) ; V A ; point a ; point H de projection ; point K sachant que BK - AH ; 
point b en remarquant que bK est perpendiculaire a AB ; V B ; mesure de l'intensite de 
V B a l'echelle choisie. 

Exemple 2 : reprenons le systeme bielle manivelle du paragraphe / avec OA = 35 mm ; 
AB = 128 ; co 1/0 = 100 rad.S -1 (== 1 000 tr.min" 1 ) et un angle 0 = AOB de 50". 



Determinons les vitesses en A et B. 

V A = V A1/0 _ V A2/0 = co 1/0 , OA = 100 x 0,035 = 3,5 m.s- 1 
V A1/0 est perpendiculaire en A a OA (propriete de la rotation). 

Vg - V B3/0 _ V B2/0 a pour direction OB (3 est en translation rectiligne de direction OB). 

Remarque, : A etant le centre de la liaison pi vot e ntr e 1 et 2, il en resulte que 
Xu/o - y^2/o- Meme remarque en B entre 2 et 3 : V B3/0 = V B2/0 
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\ 77 — * w — * 
3J\J'AM0 = K4 2/0 






\AB=m\ OA = 35 








0 


i£l/0 / 


L 


^J(LaH=BK= 31 mm 




n\ \ 
1 \ 

777W V 






^3 


0 








l/ S2 / 0 et V Bm sont traces a la meme gchelle 







Fig. 5 



Resultat graphique : V B = 3,15 m.S -1 

La bielle 2 est en mouvement plan, V A2/0 est connue ainsi que la direction de V B2/0 . 
L'intensite de V B2/0 est determinee par equiprojectivite sur AB : 
projection de V^/o sur AB = projection de V B2 /o sur AB. 

Ordre des constructions graphiques : tracer la figure a l'echelle (exemple : 1 cm 
pour 1 cm) ; choisir une echelle des vitesses (exemple : 1 cm pour 1 m.S -1 ) ; tracer 
perpendiculaire a OA (3,5 m.s" 1 ) ; point H, point K (AH* = BK) ; extremite b ; V B2/0 ; 
mesure de V B a l'echelle choisie {V B = 3,15 m.S" 1 ). 

Remarque : si une grande precision est necessaire, un calcul est possible a partir de 
(AB . sin p = OA . sin G) ■ a = 90° - 0 - p ; V A cos a = V B cos p. 

Resultat : V B = 3,163 m.S' 1 . 



2. Determination d'une vitesse par double equiprojectivite 

La determination d'une vitesse V c , de direction et d'intensite inconnues est possible par 
double equiprojectivite a partir de deux vitesses V A et V B connues. 



r ig. 6 




L' equiprojectivite sur BC donne BS = CT et celle sur AC, AM = CN. L'extremite c de 
V c est situee a l'intersection des perpendiculaires tracees en N et T. 

Remarque : si C avait ete situe sur AB, il aurait fallu determiner prealablement la vites- 
se V D d'un point D non aligne avec A et B. Deux doubles equiprojectivites sont neces- 
saires. Pour de tels cas, preferer la methode du CIR du paragraphe suivant. 
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13. Mouvement plan 

1 1 1 • C entre i nstantanede rotation (CIR) 

1. Definition et propriete 

Pour tout solide en mouvement plan, il existe un point / et un seul, ayant une vitesse 
nulle (V^= "0*) a 1' instant considere (ou pour la position de la figure) et appele centre ins- 
tantane de rotation ou CIR. 

Remarque : le CIR a les proprietes d'un centre de rotation a 1' instant (t) considere. 
A l'instant suivant (t' = t + At), le CIR a change de position geometrique. Cette position 
varie au cours du temps et decrit une certaine trajectoire. 



2. Determination et construction du CIR 

En tant que centre de rotation, le CIR est situe a 1' intersection des perpendiculaires aux 
vecteurs-vitesses du solide. 




B C 



1A~IB~IC 



Fig. 7 

Exemple 1 : reprenons l'exemple de 
l'echelle avec les donnees du paragraphe III 
(AI3 = 3 m ; 60" ; \£ = - 0,5 j (en m.s- 1 ). 
Le CIR, J, est situe a 1' intersection des per- 
pendiculaires en A a V A et en B a V B . 

v B _v A _v,_ 

avec IA = W = AB cos 60" = 1,5 m 
IB = AB sin 60" = 2,6 m 

<y = ^=y| = 0,33rad.s- 1 
V B = 0,33 jc 2,6 = 0,866 m.s" 1 




Fig. 8 



Ordre des constructions graphiques : CIR(I) ; A' tel que I A = I A' ; V A , perpendicu- 
laire a IA' et tel que V A , = V A = 0,5 m.s -1 ; droite la' ; extremite b de V B ; mesure de V B 
a l'echelle choisie. 

Exemple 2 : reprenons le systeme bielle manivelle avec les donnees du paragraphe III 
sauf 0= 18" et V A2/0 = 3 m.s -1 . Deterrninons V B2/0 et V G2/0 , G etant le centre de gravite 
de la bielle (AG = AB/3). 
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Fig. 9 

/ 2/0) CIR de la bielle 2 dan-in mouvement par rapport a 0, est situe a l'intersection des 
perpendiculaires en A a V A2 /o (droite OA) et en B a V B2/0 de direction OB. 
V G2/0 est perpendiculaire en G au rayon 4/0^- 

Ordre des constructions : CIR 4/o > 4/0^ ; Gg perpendiculaire a 4/oG > 
l 2/0 G' = l m G ; I 2/0 B' = I 2/0 B ; / 2/0 a ; ^t. e t V w perpendiculaire^ / 2/0 A ; 

1/ QIC 1.1/ 

B2/0 



X 



G2/0 



1 V f 

= V G , = 2,15 m.s- 1 ; V Bm = V B , = 1,15 m.s" 1 ; V G2/0 = Gg'et Bb. 



Remarque : le triangle des vitesses peut etre remplace par le calcul : 



I 2/ <A = I 2/C B ~ I m G 2/0 0,135m -^rad.s 



/ 2/0 A, 4/0^ et 4/0^ sont mesurees a l'echelle de la figure (en vraie grandeur). 

3. Propriety des CIR 

Pour trois solides 1, 2 et 3 en mouvements plans les uns par rapport aux autres, les trois 
centres instantanes de rotation possibles, 4/2>4/3 et J 2/3 sont alignes. De plus, le rapport 
des vitesses de rotation (Oy^ sur (D 2n est egal au rapport des distances entre CIR. 



4/2 ^2/1 4/1 ^ 1/2 4/3 ^ 



2/3 1 3/1 



Exemple : reprenons le systeme bielle manivelle du paragraphe precedent. 

I on , I 1/2 et / 2/0 sont alignes sur OA ; 
4/3> 4/2 et 4/3 sont an g n e s sur AB ; 
^2/3> 4/o et 4/o (situe a l'infini) sont 
alignes sur la perpendiculaire en B 
a OB. 



Meme remarque pour / 0/1 , / 1/3 et 
0)2/0 = 4/i U/o = OA 

0)1/0 4/2 1 2/0 4/o A 




F'ig. 10 



Remarque : l'utilisation des CIR offre de multiples possibilites dont la description sort 
du cadre de cet ouvrage. 
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13. Mouvement plan 

4. Notion de base et de roulante 

Soit un solide 1 en mouvement plan par rapport a un solide 0, J 1/0 est le CIR corres- 
pondant. 

- On appelle base la trajectoire de J 1/0 par rapport au solide 0. 

- On appelle roulante la trajectoire de I 1/0 par rapport au solide 1. 

Propriete : la roulante est une courbe geometrique qui roule sans glisser sur la base au 
cours du mouvement. 

Exemple : Reprenons l'exemple de l'echelle. 

/ 1/0 est situe a l'intersection des perpendiculaires en 
A a (0, y) et en B a (0, x). 
L' angle AI 1/0 B est toujours egal a 90". 
La trajectoire de / 1/0 par rapport a (0) ou base est 
le quart de cercle de centre 0 et de rayon R = AB. Fig. 11 

La trajectoire de / 1/0 par rapport a l'echelle (1) ou roulante est le demi-cercle de diametre 
AB. Ce demi-cercle roule sans glisser en J 1/0 sur la base. 




IV -Relation vectorielle 
entre les vitesses d'un solide 

La relation entre V B et V A traduit la propriete du paragraphe I : 
mouvement plan = translation + rotation. 

V A et V B sont tangents en A et B a leurs trajectoires respectives T A et T B 



V B = V A + Q) a AB 



Remarque : la relation est egalement valable dans l'espace. 





mouvement plan 



translation 



rotation 



Fig. 12 
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Remarque : si (0, x, y) est le plan 
du mouvement, m = ft) . k. 
Si u est un vecte ur unitaire de la 
direction AB : AB = AB . u. Soit v, 
un vecteur unitaire directement per- 
pendiculaire a u, en remarquant que 

— > — ) ^ 

k Au = u, la relation s'ecrit : 



V R - 14 + to . AB if 



















J" 




0 


► ► 

T 



Fig. 13 



Exemple : reprenons l'echelle du paragraphe 
0 = 60". Determinons V et ft). 

a) Coordonnees de u et v 
dans (x, y) 

u = cos 60" f- sin 60" f 

= 0,5 7*- 0,866 J* 
-> -» -» 

U = sin 60" i + cos 60" j 

= 0,866 T+ 0,5 f 

b) Vitesses 

v£= vJ+wAB.i; 
V B . f = - 0,5 A 3 co (0,866 i*+ 0,5 J) 
Projection sur (0, x) : 
V B = 3ft) x 0,866 
Projection sur (0, y) : 
0 = - 0,5+ 3o)x 0,5 



Resultats 

V B = 0,866 m.s" 1 ; (o = 0,33 rad.s" 1 



1 avec AB = 3 m ; V A = - 0,5 j (m.S" 1 ) ; 







r 




/ 

/ 

/ 

/ 

/ 


>~^x 

0 = 60 °\ 7 






I _ 




\ 

V. 


V/- 


Fig. 14 




Fig. 15 



V- Relation vectorielle 

entre les accelerations d'un solide 



La relation est obtenu e en derivant par rapport au temps celle du paragraphe prece- 
dent : V R = V A + a a AB = V* A + a>, ._AB v. 

lie' , , . „ 

dt dt 



En remarquant que = - gxj et -7— = ft) . v on obtient : 



d^= a?+ a. AB &- a) 2 AB t? = + c?aAB + ftt a (ftt a AB ) 



Re marqu es 

dV a 



a R = 



' B ~ dt ] ° A ~ dt ' 
-» -* -» 
a=afc;ft)=ft)lc. 

(a AB v - of AB u) est 1' acceleration 

de B dans son mouvement de rotation 

par rapport a A. 

a AB u* est 1' acceleration tangentielle 
et - of AB u l'acceleration normale. 




Fig. 16 
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13. Mouvement plan 



mouvement plan 




translation I 



aABv~ 




rotation 




Fig. 17 

Le polygone des accelerations 

(°b = °a + a AB y - co 2 AB u) 

permet d'obtenir graphiquement 
les accelerations inconnues (fig. 18). 

Exemple : reprenons le systeme bielle manivelle 
des paragraphes precedents avec les donnees sui- 
vantes : 6 = 45" ; (O l/0 = 100 rad.s" 1 ; 
X42/0 = 3,5 m.s- 1 ; V B2/0 = 2,95 m.s" 1 ; 

(O2 /0 = - 18,75 rad.s- 1 ; OA = 35 ; 

AB = 128 mm. 

Determinons 1' acceleration du point B du piston. 



- w 2 AB uj 


^aAB7 












i \ 

/ X 

4 B 








/ 









Fig. 18 




Fig. 19 



a A ~ a Al/0 ~ a A2/0 a B ~ a B2/o'" a B3/0 



La bielle (2) est en mouvement plan par rapport au bati (0) et les accelerations des points 
A et B sont liees par la relation : 

°ai/o = «i/o 2 • OA = 100 2 x 0,035 = 350 m.s" 2 

a B3/o a P our direction OB (3 est en translation rectiligne) 

(a 2/0 2 . AB = 18,75 2 x 0,128 = 45 m.s~ 2 

Faisons le bilan des inconnues sous forme de tableau : 



Accelerations 


a A2/0 


- g^ /0 2 AB u 


CC2 /0 AB v 

-? 

V 


a B2/0 


Directions 


OA 


ii 


OB 


Intensites 


3 50 m.s- 2 


4 5 m.s -2 


? 


? 



On a deux inconnues (cc 2/0 et l'intensite de a B2 /o) P our une relation vectorielle dans le 
plan. La resolution est possible. Adoptons une solution graphique. 
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Ordre des constructions : choisir une 
echelle pour tracer les accelerations 
(exemple : 1 cm pour 50 m.s" 2 ) ; point P ; 
a A2 / 0 (350 m.s -2 parallele a OA) ; 
- («2 /0 2 . AB u (45 m.S" 2 parallele a AB) ; 
direction v ; direction 06 a partir de P ; 
point d'intersection k ; a B2 /l et ^/o • AB t? ; 
mesure des intensites cherchees. 

Resultats 

a B2/0 = 240 m.s- 2 ; 



Oj/o AB = 250 m.S' 

250 
012/0 ="0J28 



,-2 



= l 953 rad.s" 2 



0B 



a 2 io A B. v 
(250) 




polygone 
des aGceieratlons 



■ co 2 2/ 0 AB u (45 



Fig. 20 



EXERCICES A RES0UDRE 



LJ Le skieur propose, tracte en A par un bateau (AB = 10 m), fait du slalom entre 
des bouees suivant la trajectoire indiquee. Le cable est parfaitement tendu, la vitesse 
du bateau est de 50 km.h -1 . a) Determiner la vitesse du skieur en B. b) Determiner 
cette vitesse en C. 

R&ponse 

V B = 57,7 km-h" 1 ; V B (en Q = 50 km.h" 1 . 




Fig. 21 



Q L'ellipsographe decrit sous 
forme simplifie permet de tracer des 
ellipses. II se compose d'une barre 
porte -plume 2 (plume en M) articulee 
en A et B sur deux coulisses 1 et 3 
pouvant translater dans deux rai- 
nures perpendiculaires d'axes x et y. 

a) Determiner 1' equation de l'ellipse. 

b) Si V AU0 = 3 7*(cm.S~ 1 ). determiner 
V B2/0 et V M2/0 lorsque 6 = 55". 



AB = 71 
SM=36 




Fig. 22 



Eeponse 



36 2 107 2 



' B tarn 



.2,1 cms" 1 ; V M = -1,52 I + 3,17 J 
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Q Une automobile (1) roule a la Vites- 
se stabilised de 90 km.h" 1 par rapport a 
la route (0). a) Determiner le centre ins- 
tantane de rotation I 2/0 de la roue (2) par 

rapport a la route, b) En deduire V a2 /q, 

v O2/0i2/O> ^C2/0> ^D2/0> °hn 6t G) 2/0 - 

Reponse 

'2/0 = A ■ = (f ; Vo^„= 90 ]*; = 180 f; 
= 90 f + 90 f; V^ 0 = 90 T- 90 f; 
= %o = 83,3 rad.s" 1 




Fig. 23 



Q Pour le systeme bielle (2), manivelle 
(1), piston (3), propose sous forme sche- 
matiCj ue, determiner la vitesse du piston 
{V B3/0 ) et la vitesse angulaire de la bielle 
(co 2/0 ). Donnees : N 1/0 = 2 000 tr.min -1 ; 
OA = 30 mm ; AB = 80 ; $ = 40". 

Reponse 




Fig. 24 



(_] Reprendre l'exercice 4 , determiner l'acceleration du piston (d B3/ o) et l'accelera- 
tion angulaire de la bielle C^/q. 

R&ponse 



a B3/0 = 1 115T(m.s _z ) ; a>/o = ~ 9 940 rad.s- 2 . 



[_) Reprend re l'exercice 4 avec JV 1/0 = 750 tr.min -1 ; OA = 76,2 mm ; 
AB = 254 mm ; pour les positions 6 = 0°, 6 = 60°, 9 = 90" et 0 = 180". 



Un systeme bielle manivelle deporte 
entraine en B une bague coulissante (3) 
guidee en translation par une tige (4) 
fixee sur le bati (0). Les liaisons en 0, A 
et B sont des liaisons pivots de centre de 
meme nom. Si a> 1/0 = 50 rad.s -1 ; OA = 
200 mm ; AB = 500^0 = 45° et y = 

53, 1°, determiner V E ^ 0 et fi^/g. 

Reponse 

R ^P- Via/o = 16,5 m.s- 1 (o 2/0 = 23,6 rad.s" 1 . 




Fig. 25 



0 Reprendre. l'exercice 7, determiner l'acceleration d B3/ Q de la bague et l'accelera- 
tion angulaire o^ /0 de la bielle. 
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Q Ledtspositif propose schematise un 
mecanisme de pompe. Le piston (2) cou- 
lisse en translation dans un cylindre (3) 
articule en B (pivot) sur le Mti (0). Le 
mouvement moteur est fourni par la 
manivelle (1). Si OA = 100 mm ; 
OB = 200 ; 6 = 40" et fi) 1/0 = 30 rad.ST 1 , 
determiner V B 2/o- *%o et °h/o- 



Reponse 



"h/0 = %0 = 8 ' 25 rad s_1 i V B2/0 = V B2/3 ( direction AB). 




Fig. 26 



LJ Le systeme 4 barres propose (OA, 
AB, BC et CO le bati) sert de principe a 
de multiples mecanismes : pompes, 
presses, grues, suspensions, etc. Les 
barres sont articulees en 0, A, B et C 
(pivots de centre de meme nom). Pour la 
configuration donnee (6 = 45", G) 1/n = 
1 0 0 rad.s" 1 ), determiner V M/0 , V B2/0 , 




Fig. 27 



LJ Reprendre l'exercice 10 ; (fy/Q = - 20 rad.S" 1 , CO^/q = 22 rad.S 1 , determiner les acce- 
lerations a A1/ Q et a B2/ o des points A et B ainsi que les accelerations angulaires c^ /0 et CC^/o- 

Reponse 

o^ K = 1 250 rad.s 2 \ ^ = 3 166 rad.S" 2 ; a A = 200 m.s" 2 ; 

a nB = 29 m.S" 2 (B vers C) ; a lB = 190 m.S" 2 (perpendiculaire a BC). 



I—] Reprend re l'exercice 10 avec la 
configuration prop osee. 
Determiner V B1/Q , V c2/0 , co 2/0 et W 3/0 si 



co m = 30 rad.s" 1 . 



(^ /0 = 1 5 rad.s 1 (U, /0 = 37,5 rad.s -1 



Reponse 



3 j (m.s 1 ) ; 
■ 2,25 T+ 3 J! 



Fig. 28 



4 V 




m Un mecanisme de camera se compose d'une manivelle 1 (forme en excentrique) 
entrainee en 0 par le moteur de l'appareil et d'une griffe 2 articulee en B (pivot) sur 1. 
La griffe est guidee en A par un axe 3 fixe sur le bati 0. En mouvement, la pointe C 
de la griffe s'engage dans les perforations du film et le fait avancer d'une image a la 
cadence de 24 images par seconde. Le dispositif occupe la position de la figure ; 0, A 
et B sont les centres geometriques des liaisons, a) Sachant que la manivelle 1 tourne a 
la vitesse JV 1/0 = 1 440 tr.min -1 , determiner V B1/0 . Comparer Vg 2 /o et V B1/0 . 
b) Con naissant V B 2/0 et si la direction de V A2/0 est celle du trou oblong (AZ a 45°), deter- 
miner V A2/0 , V cm et CO 2/0 . 
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io. mouvement plan 



□ (suite) 

OB = 7 mm 
x c = 25,2 
Vc = 7,4 
x, = -24,6 
y A = -4,7 
x, - - 19,9 




e. 29 



(bSti 0) 



ED La pompe a petrole proposee sous forme simplifiee est utilisee lorsque la pression 
des nappes est insuffisante pour l'extraction. Sa forme particuliere justifie son appella- 
tion "tete de cheval". Le mouvement moteur est fourni en A a la manivelle 1 par un 
motoreducteur et se transmet en B a une bielle 2 puis en C a la tete de cheval 3. La tete 
3, articulee en D sur une structure fie (0), entraine un cable 4 fie en N et enroule sur 
l'arc NE. Le cable foumit le mouvement de va-et-vient a un piston coulissant dans le 
cylindre 5, creant ainsi F aspiration du petrole. Les liaisons en A, B, C et D sont des liai- 
sons pivots de centre de meme nom. L' articulation B est reglable dans une rainure 
oblongue, ce qui permet d'ajuster le debit de la pompe en fonction des capacites de la 
nappe. La pompe occupe la position de la figure (8 = 60° ; N 1/0 = 15 tr.min -1 ). 
a) Nature du mouvement M*^. Determiner V B1/0 . Comparer V B y 0 et V B2/0 . b) Natu re 
du m ouve ment M^. En deduire les directions de V C3/0 et V E3/0 . Comparer V^/q et 
Vgr,/^ puis V E3/0 e t V E4/0 . c) Nature du mouvement M^/c Connaissant V B2/0 , determiner 
^c2/o et ©2/0- d) En deduire V £4/0 , 0%^ et le debit instantane de la pompe si le diametre 
du piston est de 100 mm. e) Determiner l a course du piston, en deduire l e debit par aller 
et retour, puis le debit horaire. 



AB 

BC 
CD 
DE 

JV V o 



= 570 
= 2 620 
= 2 300 
= 3 400 

= 15 tr.mirr 1 



Fig. 30 




171 



CinEmatiqoe 



Q Un embiellage de moto dispose en 
Ve a 90" se compose d'une manivelle 
ou vilebrequin 1, de deux bielles 2 et 3 
et de deux pistons 5 et 5'. 
Autres composants : axe de piston 4 ; 
ailettes de refroidissement 6 ; joint de 
culasse 7 ; culasse 8 ; soupape d' admis- 
sion 9 ; soupape d'echappement 10 ; 
chemise 1 1 ; bloc 0. Le dispositif occu- 
pe la position de la figure 20 (9 = 65°), 
G est le centre de gravite de la bielle 2 
(BG = BC/3). a) Nature du mouvement 

M vt 



Determiner V B1/0 . Comparer 
' ' B3/o- Nature des mou- 



V Bl/0> V B2/o'& V > 



vements M" ^ et M ^y p. En deduire les 
directi ons de et V D5yo . Comparer 
Vcs/o et v c2/o P uis V D5vo et V D3/0 . 

c) Nature des mou vemen ts M^/o et 
M"^. Conn aissant V B2/ 0 , determiner 

^C2/0. Vg2/0 et <°2/0 P UiS V D3/0 et "Vo- 

d) La pression des gaz sur le piston 5 
est de 20 bars, determiner la puissance 
instantanee P fournie (P = F . V c avec 
Pen W ; F en N ; V c en m.s" 1 ). 




Fig. 31 



Fig. 32 




AB = 39 
8C = BD= 140 
0 alesage = 83 
N 1/0 = 5 ooo tr.mirr 1 



v C5/0 = 20,76 m.s" 1 ; V D5yo = 10,82 m.s- 1 ; t^ /0 = 63,7 rad.s' 1 ; I33rad.s-',P=225 kW. 



Reponse 



U Regrendre l'e xercice 15 ; deter miner les acc elerations a c5 / 0 ; Od5'/0 > ^/O ^3/0 
(N 1/0 est constante). 

Reponse 

°c5/o = 2 577 m.s- 2 ;a D5y0 =ll 653 m.s" 2 ; 
^ = 70 475 rad.s- 2 ;a 3A1 = 30 400 rad.s- 2 
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13. Mouvement plan 



Q Une suspension de moto reprend le principe du systeme 4 barres (voir 
exercice 9). Elle se compose d'un bras oscillant 1 (forme tubulaire) articule en A sur 
le chassis (0) et en B sur le carter d' angle 3. La biellette 2 assure le maintien en D du 
carter. Le guidage en rotation de la roue est realise en E (pivot a roulements) sur le 
carter et 1'amortissement en F par un amortisseur 4. 




Fig. 33 



schema de la 
partie suspension 



batiO 



batiO 




x A = 0 


Va = 0 


x B = 300 


Vb " 


0 


x c = 30 


y c - - 102. 


x D = 325 


y D = 


- 152 


x £ = 468 


Ik - - 16 


x F = 447 




37 


x s = 270 


Vs = 306 


x K = 468 


Vk = 


-346 



AB = 


300 CD = 


300 


AC = 


106 BF = 


151 


B D = 


154 F E = 


57 


B E = 


169 EK = 


330 


D E = 


197 AS = 


408 



Fig. 34 



Les liaisons en A, B, C, D, E, F et S sont des liaisons pivots dont les centres de meme 
nom sont supposes appartenir au plan de la figure 27. Le dispositif occupe la posi- 
tion de cette figure : a) Nature des mouvements : M^, M*^, M^, M\ 0 et M*^. 
Determiner et tracer l es trajectoires T B1/0 , T D2/0 , T E3/Q et T ra/0 . b) Quelle est la parti- 
cularite de T E ? Comparer avec une suspension classique. c) Sachant que V e3/ q a une 
intensite de 10 cm.S -1 , determiner s uccessivement : V B3/0 , V D3/0 et Vf3/o- d) Si l'effort 
de compression de l'amortisseur est de 150 daN, determiner la puissance instanta- 
nee dissipee. 
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EE! Le d'ispositif propose sous forme schematique est une presse a deux excentriques 
jtilisee en forgeage. Le systeme permet d' avoir un temps de pressage suffisamment 
long. L'energie motrice est fournie par les excentriques AB (1) et EF (4) tournant a 
la vitesse de 6 rad.s -1 . Le mouvement se transmet en B et F a deux biellettes 2 et 3, 
puis en C a la bielle 5 qui actionne en D le coulisseau porte matrice 6 de la presse. 
Les liaisons en A, B, C, D, E et F sont des liaisons pivots dont les ce ntres p ort ent le 
meme no m. a)^ S achan t qu e Oy o = fify 0 = 6 rad.S -1 , determiner V m/0 et V Fi/0 . 
Comnarer V B1/ 0 et V B2/0 puis V f4/0 et V^. 

b) Determiner V C5 / 0 a partir de Vg2/o e } ^ /o- 

c) En deduire la vitesse du coulisseau V^/q. 

d) Tracer la trajectoire T c5/0 du point C de la bielle. 



bc = l 305 
FC = 1 725 
CD = 2 910 
CG = GD 




Fig. 35 
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13. Mouvement plan 



Q Une porte de garage basculante 
se compose d'un panneau (1) articule 
en A sur deux bras (2) disposes syme- 
triquement et en E sur deux patins de 
guidage (5). Les patins translatent ver- 
ticalement dans deux rails de guidage 
(6). Le mouvement de levage est fad- 
lite par deux equilibreurs a ressort (3 + 
4). Les liaisons en A, B, C, D et E sont 
des liaisons pivots de centre de meme 
nom. L'etude est realisee dans le plan 
de symetrie du dispositif. 

a) Determiner les trajectoires T G1/0 , 
T A i/ 0 et T F1/0 des points G, A et F. 

b) Tracer le centre instantane de rota- 
tion J 1/0 du panneau. En deduire les 
directions des vitesses en A, G et F. 

c) Tracer la base et la roulante de / 1/0 . 

d) Tracer la courbe enveloppe du 
panneau, de la position ouverte a la 
position fermee. 




AE = AG = AC = 1 200 mm 



Fig. 36 



Q Le mecanisme propose remplace les charnieres classiques sur les portieres et les 
capots d'automobiles en permettant des angles d'ouverture plus importants, un 
meilleur degagement et une immobilisation en position plus simple (pas de tige de 
soutien, etc.). II se compose de deux leviers 2 et 3 articules entre eux en E (axe 4) ; 
3 est articule en B sur 1' automobile (0) et en D sur une biellette 6 ; 2 est articule en 
A sur la portiere 1 et en H sur une biellette 5 ; 6 et 5 sont articulees en C sur 1 et 
en F sur (0). Les liaisons en A, B, C, D , E , F et H sont des liaisons pivots de centre 
de meme nom. Le dispositif occupe la position de la figure. En utilisant la propriete 
des trois centres instantanes de rotation alignes (paragraphe III3), determiner les CTR 
et/. 



^3/0' ^2/1 



• 1/0 . En deduire les directions de"V; i/0 , V m/0 , V cl/0 et V D1/0 . 



BE = 


AE = 


43 


ED = 


EH = 


28 


FH = 


CD = 


70 


BF = 


AC = 


28 


AD = 


BH = 


84 


AB = 


36 




DH = 


30 






Fig. 37 
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I— ] La presse a genouillere proposee est utilisee pour fabriquer des pieces de mon- 
naie, circlips, rondelles, couteaux, armes etc. Le principe de la genouillere, melange 
de systeme 4 barres (0 • 1 ■ 2 - 3) et de systeme bielle manivelle (3 - 4 - 5), permet 
d'avoir des presses compactes de hauteur reduite. La partie transmission se compo- 
se d'un moteur 6, d'une poulie motrice 7, de courroies 8, d'une poulie receptrice 9, 
d'un engrenage (pignon 10 + roue 11) entrainant en 0 un arbre excentre 1 ou OA. 
La partie genouillere se compose de l'arbre OA entrainant en A une bielle 2 (AB), les 
biellettes 3 (BC) et 4 (BD) renvoient le mouvement en D au coulisseau 5. Le coulis- 
seau est en translation verticale (direction DC) par rapport au bati (0). Les liaisons en 
0, A, B, C et D sont des liaisons pivots de centre de meme nom. Le dispositif occu- 
pe la position de la figure 30. 

a) Natu re du mouvement M^/q. Si fi) 1/0 = 6 rad.S" 1 , determiner V A1/0 . Comparer \A 1/0 
et V A2 /(). b) Nature des mouvements M^/q, M^/q. En deduire l es directions de V B3/0 et 
V D z,/o- Comparer V B o/ 0 . Vg 3/0 et V m/0 puis Vp 5/ ^ et V m/0 . c) Nature du mouvement 
M^/o- Connaissant V A2/0 , determiner Vq2/o- ^G2/o = 2BG) et ffl^Q. d) Nature du 
mouvement M\ /0 . Connaissant V m/Q , determiner Vp 4/0 et 0) 4/0 . Comparer C0 VQ et G>3 /0 . 
e) Determiner l es accelerations Q a1/ q ; a B2 / 0 ; Qds/o ! a 2/o ' a 3/o i a 4/o- 





Fig. 38 




0 



0/1 = 60 /IB = 720 
OW=800 HC= 250 
BC=BD= 260 mm 



Fig. 39 
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COMPOSITION 
DE MOUVEMENTS 



Objectifs 

■ Definir et decrire la notion de composition de mouvement. 

■ Donner et developper les relations concernant la composition 
des vitesses. 

■ Traiter les cas du glissement, du roulement et du pivotement. 

■ Donner la relation de composition des accelerations. 



Dans ce chapitre, nous nous limiterons a des etudes planes (mouvements plans). 
Cependant, les relations abordees sont utilisables directement ou facilement generali- 
sables aux mouvements dans l'espace. La composition de mouvement s'appelle aussi 
« mouvements relatifs ». 



I -Generality 

l.Definition 



Soit un solide (3) en mouvement 
par rapport a un deuxieme solide 
(2), lui-meme en mouvement par 
rapport a un troisieme solide (1). 
Le mouvement du solide (3) par 
rapport au solide (1) est le com- 
pose des deux mouvements pre- 
cedents. 

On dit qu'il y a composition de 
mouvement entre les trois solides 




1, 2 et 3. Autrement dit : Fi §- 1 

3/1 _ m 3/2 + m 2/1 

Exemple 1 : prenons le cas d'un pieton (3) qui marche sur un trottoir roulant (2). (3) et 
(2) avancent dans le meme sens par rapport au sol (1). 
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sol (1) 



position initiate 




£ pifeton (3) 



trottoir roulant (2) 



02/1 


°3/2 „ 


03/1 





or 



FTg72 

fl y a composition entre les trois mouvements M^, et M*^. Le mouvement du 
pieton par rapport au sol (M^j) est le compose des deux autres : M^/j = M* 4 ^ + M vt 2 /i- 
Si D 2/1 = AqA = 3 m mesure le deplacement du trottoir pendant un intervalle de temps 
At et D 3/2 = AB = 2 m, le deplacement correspondant du pieton sur le trottoir, le pie- 
ton aura parcouru D 3/1 = D 3/2 + D 2/1 = 5 m par rapport au sol. 

Exemple 2 : un bateau (3) traverse un fleuve (2) en partant du point A et en visant un 
point B sur l'autre rive (1), perpendiculairement au sens du courant. 



Le mouvement du bateau par rapport 
aux rives (M^) resulte de la composi- 
tion des mouvements bateau/fleuve 
(M^) et fleuve/rives (M* 2/1 ) : 



Mvt \Avt 
3/1 = 11 3/2 + 



2/1 



Dans ce cas, la composition de mouve- 
ment s'effectue de facon vectorielle et 



^3/1 - ^3/2 + Aj/l- 







m bateau (3) 




rive gauche (1 ) 



fleuve (2) 



rive droite (1) 



Fig. 3 



Si pendant un intervalle de temps At, ____ 

D 3/2 = 3 m, D 9n = 4 m alors D 3/1 = V3 2 + 4 2 = 5 m et 0 = tan-1 (4/3) = 53,13°. 



'2/1 



2. Remarques 

Les mouvements de solides sont parfois classifies en mouvements absolus, relatifs et 
d'entrainement (voir definitions chapitre "cinematique • generalites"). 
Pour les deux exemples precedents, les mouvements M vt 2/1 et M vl 3/1 sont des mouve- 
ments absolus et M*^ un mouvement relatif. (1), la Terre, est un repere absolu et (2) un 
repere relatif. 

Dans les deux cas, M vt 2/1 est aussi appele mouvement d'entrainement dans la mesure ou 
il y a un phenomene d'entrainement de 3 par 2. 



II • Composition des vitesses 

1. Relation entre les vitesses en un point 

Soit un point A appartenant a un solide (3) en mouvement par rapport a un solide (2) 
lui-meme en mouvement par rapport au solide (1). Au point A, on peut ecrire la rela- 
tion de composition des vitesses. 
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14. Composition de mouvements 



^3/1 = V A3/2 + V A2/1 




Remarque 1 : la relation 
peut etre generalised a 
autant de solides qu'il est 
necessaire. Par exemple, 
pour cinq solides 1, 2, 3, 4 et 
5 en mouvements relatifs : 

^A5/l = ^A5/4 + ^A4/3 + ^A3/2 + ^A2/l 

Dans l'ecriture de la relation, les chiffres se succedent les uns aux autres, 



Fig. 4 



Va5/1 == V A 5/4 * ^A4/3 * V A3/2 + V A2 /1 
f ♦ 4 ♦ » 3 * ♦ 2 » f 



t-t 

5->l 



5-»l 



Remarque 2 : il est toujours possible de remplacer une vitesse inconnue (V^ 2 /i P 31 " 

exemple) par deux autres vitesses connues, en utilisant un solide intermediate K. 
* — — > n — > 



V A3/1 = ^A3/2 + ^A2/l = ^3/2 + ^A2/K + ^ 



V A2/K 
-> 



AK/1 



Remarque 3 : en notant que l^ 3/1 = - l^ 1/3 , la relation peut aussi s'ecrire sous la forme 



Vh/3 + ^3/2 + V A2/l - 0 = ^ 



Exemple 

Un ballon de demonstration (2) 
monte verticalement (direction 
z) par rapport a la masse d'air 
(1) qui l'entoure et l'entraine ; 
vitesse d' ascension 30 km.h" 1 . 
La masse d'air se deplace par 
rapport au sol (0), vitesse du 
vent 40 km.h" 1 , direction x. 
S'il n'y a pas balancement du 
ballon, determinons la vitesse 
V A2/Q de la nacelle par rapport 
au sol (0), en A. 

%2/0 v = ^2/1^ + 



V A2/1 =30k (km.h- 1 ) et V A1/0 = 




/o 



V m = 40 I + 30 fc ; ||\/ A2/0I 
Remarque : la determination peut etre realisee graphiquement 



30' = 50 km.h- 1 ; a = artan^i = 36,9° 



2. Relation de composition entre les vitesses angulaires 

Le raisonnement est identique, si (0 3/l , G) 3/2 et Q) 2/1 sont les vitesses angulaires des solides 
1, 2 et 3 en mouvements 
relatifs, on peut ecrire la 
relation de composition : 



®3/l = °h/2 + °h/\ (f orme algebrique pour le plan) 
OU fflg/J = co 3/ 2 + C0 2/ l (forme vectorielle pour l'espace) 



Les remarques sont les memes qu'au paragraphe precedent, la relation peut etre gene- 
ralisee a n solides, etc. 
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III - Glissement - roulement - pivotement 

LVitessedeglisscmcnt 

A est le point de contact entre 
les solids (1) et (2) en glissement 
relatif. t est un vecteur unitaire 
du plan tangent au contact en A. 
n est la normale (vecteur unitaire 
perpendiculaire a t). 

Fig. 6 



On appelle vites se de glissement en A du solide (1) par rapport au solide (2), la Vites- 
se relative V A1/2 . 

V Al / 2 ou V A2/ i est toujours contenue dans le 'plan tangent au contact (portee par ?). 




2. Roulement et piiotement 

W est un vecteur unitaire per- 

pendiculaire a ii et 7, 

La vitesse angulaire o> rl/2 
(ou m^J 2 ~ °Km • W) carac- 
terise le roulement du solide 
(1) par rapport au solide (2) 
autour de l'axe W. 

Fig. 7 

^1/2 (^pi^ = ®pi/2 . n ) est le pivotement de (1) par rapport a (2) autour de n. 




3. Combiions possibles 



fflrl/2 = 0 



(0, 



'pl/2 



0 



Vl/2 = 1 



®rl/2 * 0 
©pl/2 = 0 



Oh 1/2 



*0 



© pl/2 * 0 



V A1/2 = 0 



adherence 



pivotement 



roulement 



roulement avec 
pivotement 



VAl/2 * 0 



glissement 



glissement 
avec 

pivotement 



glissement 
avec 

roulement 



glissement 
avec roulement 
et pivotement 



IV • Composition des accelerations 

Le solide ou repere (0) est un repere absolu ou galileen, la tare par exemple (voir cha- 
pitre « dnematiquegeneralites »). En derivant par rapport au temps t, la relation de com- 
position des vitesses V A2/Q = V A2/ [ + V Ai L on obtient : 
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14. Composition de mouvements 



°A2/o ■ °Am + <*k~w + °ac avec ^ac "* 2 ®i/o A V*2/i >= acceleration de Coriolis 

a AC 'est appelee acceleration complementaire ou acceleration de Coriolis. Elle resulte du 
mouvement relatif du solide 2 par rapport au solide 1. 

Remarque 1 : si le mouvement de 1 par rapport a 0 est une translation, co 1/0 = 0 et a„'= 0. 

Remarque 2 : les accelerations a A2/ Q et a A1/0 ' (acceleration d'entrainement) sont des 
accelerations absolues, une acceleration relative. 



EXERCICES RESOLUS 



LJ La benne 2 du camion, arti- 
culee en B sur le chassis 1, est 
levee en A par un verin hydrau- 
lique 3 + 4 (3 = corps, 4 = tige 
telescopique). Le verin est articu- 
le en C sur le chassis. Les liaisons 
en A, B et C sont des liaisons 
pivots de centre de meme nom. 
Le dispositif occupe la position 
de la figure. Si la tige 4 sort du Fig. s 
corps 3 a la vitesse de 5 cm.S" 1 , 
determiner les vitesses V A2/1 , 
V A3/1 et C02 /v 

Resolution 

Les mecanismes ou machines 
utilisant des verins hydrauliques 
ou pneumatiques sont tres nom- 
breux. Au cours du mouvement 
de sortie de la tige, il se produit 
un phenomene de composition 
de mouvement entre les solides 
en presence (1 ■ 2 - 3 et 4). Fi 8- 9 

Les mouvements et M vt 2 /i sont des rotations de centres C et B. II en resulte que 

V^ 3/1 est perpendiculaire en A a CA et V A2/i p erpendiculaire en A a AB. A est le centre 
de la liaison pivot entre 2 et 4, il en resulte que V M/2 = 0. 
Composition des vitesses en A 



7 * * f 

^2/1 = ^A2/4 + ^A4/3 + ^A3/l 


Bilan 


^2/1 


V\4/3 


v A3/1 


= 0 + V M/3 + V A3/l 


Direction 


_L a AB 


AC 


1 a AC 


Module 


? 


5 cm.s" 1 


? 



La resolution peut se faire graphiquement ou par calcul, apres avoir determine Tangle 0. 
Resultats V A2/1 = 5,2 cm.s -1 ; V A3/1 =1,8 cm.s -1 
^/i=^f = ^ = °' 026 rad.s" 1 
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B Une came 1, entrainee en B par un 
arbre moteur, pousse en A un poussoir 2 
en liaison glissiere par rapport au bati (0). 
La liaison en B entre 1 et (0) est une liai- 
son pivot de centre B. Le dispositif occupe 
la position de la figure, 9 = 70°, 
AB = 35 mm et = 155 rad.s -1 . 

a) Deeiner la vitesse de levee du pous- 
soir V A2/0 . 

b) D eterminer la vitesse de glissement 
VTenA, 

Resolution 

a) etude des vitesses 

. Le mouvement de la came par ra pport 
au bati est une rotation de centre B, V A1/Q 
est perpendiculaire en A a AB et 

V ai/o = ffl i/o . AB 

= 155 x 0,035 = 5,43 m.s- 1 . 

• V A2/ i ou V A1/2 caracterise la vitesse de 
glissement en A entre la came et le pous- 
soir. 

V A2/1 appartient au plan tangent en A 
e ntre 1 et 2 et est portee par (x). 
9 V A2/0 suit la translation du poussoir et 
est portee par (y). 



Com position d es vite sses en A : 
V42/0 = ^\2/l + V\ 1/0 









Bilan V Am 






Direction y 


X 




Intensite ? 


? 


5,43 m^' 1 



Resultats 

V^= 1,86 f (m.s- 1 ) ; = 5,10 t 
Remarque 

La resolution peut-etre realisee graphi- 
quement (regie du parallelogramme) ou 
par calcul, en remarquant que V A2/0 est 
perpendiculaire a V A2 /i et en appliquant 
les proprietes des triangles rectangles : 




ig. 12 



V A2/o . V A1/0 cos 70" = 5,43 cos 70" = 1,86 m.s" 1 
Va2/i = V A1/D sin 70" = 5,43 sin 70" = 5,10 m.s" 1 
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b) Etude des accelerations 

• a A i/o = (o 2 R = ®l/0 2 OA 

= 155 2 x 0,035 = 840 m.s" 1 

• a Ai/o es * dirigee de A vers B. 

• a A2/i >a PP ar ti en t au pl an tangent en A au contact, 
direction x. 



• a A2/0 a m & me direction que la translation du pous- 
soir, direction y. 

Relation de composition des accelerations 

> — - — > > — > 

°A2/0 ~ Q A2 /1 + a Al/ 0 + Q A(^ 

avec : ^ =2^ a_\/ A2/1 

= 2 x 155 h a 5,10 i = 1 581 ; (m.s- 2 ) 



Bilan 








a A2/l 


a Al/0 


a AC 


Direction y 


X 


AB 


Y 


Intensite ? 


? 


840 


1 581 



Deux inconnues pour une relation vectorielle dans le 
plan, la resolution est possible. Ordre des construc- 
tions : point P 



Ml/0 



a AC ; direction x de 



a A2/l en 



n ; direction y de a A2/0 en P ; intersection m ; a A2/1 et 
a A2 /o ; mesure des intensites a l'echelle choisie. 

Resultats 

a^= 288 7 (m.s- 2 ) -0^=191 /(m.s" 2 ) 

El Le mecanisme a coulisse et manivelle tournante 
sert de principe a de nombreux mecanismes divers 
(croix de Malte, mortaiseuse, etc.). II se compose 
d'une manivelle 1 (AC) entrainee en C par un 
moteur, un balancier 2 articule en B sur le bati (0) et 
une coulisse 3 articulee en A sur 1 et libre de trans- 
later dans une rainure oblongue de 2. Les liaisons en 
A (entre 1 et 3), en B et en C sont des liaisons pivots 
de centre de meme nom. Le dispositif occupe la posi- 
tion de la figure 14. Determinons fi) 2/0 s i : 
CA = 250 ; CB = 600 ; CO X/0 = 20 rad.S" 1 ; 9 = 65" ; 
AB = 388 mm 

Resolution 

a) etude des vitesses en A 

• M^i/o = rotation centre C : 

V A1/0 = avo . CA = 20 x 0,25 = 5 ras" 1 

• ^2/0 = rotation centre B : 

^2/0 = °h/0 • AB - 

• ^3/2 - translation rectiligne 
de direction AB 

. A est le centre de 1' articulation 
entre 1 et 3 

d ' ou ^1/3 = 8 - 













■ 1 'M 2 1 


V / 




fi^Z ' X 




f a A T/0 \ 










i 






*B 




yi 






3/12/1 (288) 


n\ 


m 




■ Zi 


i X 






a A2l0 






(791) 


a AC 




/ 


(1 581) 




/ 

/ 






'P 




20/ a Am 




"""7(840 m.s" 2 ) 


*; 













Fig. 13 




ig. 14 
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Composition des vitesses en A : 

^A2/0 = ^A2/3 + ^A3/l + ^Al/0 = ^A2/3 + Vm/O 



Bilan V A2/0 
Direction 1 a AB AB 
Intensite ? ? 



Van 



±aCA 
5 m.s -1 



0^ 






8/ 

v . 


a /l 1/0\ 


100 m.s -2 \ p 
(35,6) *£^N& / 


/ a A2/3 

((112) 







Resultats : V A2/3 = 3,4 m.s 1 ; 

3 7 3 7 

\^ 2/0 = 3,7 m.s- 1 ; o 2/0 = ^b = 03«8 = 9 ' 5 rad - s_1 

' Fig. 15 

b) Etude des accelerations 

. a A1/0 = of R = G) 1/0 2 . CA = 20 2 x 0,25 = 100 m.s" 2 (dirigee de A vers C) ; 

• Qa2/3 est dirigee suivant AB (direction de la translation) ; 

• a A3/i = 0 (A centre de la liaison pivot entre 1 et 3) ; 

J §1$[|<C + ~®t> <composante. normale et a^composante tangentielle qui existe du fait 
que fi) 2/ o n'est pas constante. 



Composition des accelerations en A : a 

avec : a AC > = ^°h/o A ^A2/3 = 2 x 20 k a 3,4 n = 136 v 



A2/0 - a n + a t _ a A2/3 + a Al/0 + Q AC 



Bilan 












«T 


°A2/3 


a Al/0 




Direction 


-* 
n 


V 


n (AB) 


AC 


-> 

u 


Intensite 


<% /0 2 . AB (35,6) 


<hm . AB 


1 


100 m.s" 2 


136 m.s" 2 



Nous avons deux inconnues, la resolution (graphique ou calculee) est possible (fig. 15). 

Ordre des constructions : point P ; a A1/0 ' ; a^ c direction n de a A2/ l en q ; en P ; 
direction u de a^en k ; point d' intersection m ; a^et a A2/3 > ; mesure des intensites a 
l'echelle choisie. 

72 

Resultats : a A2/0 = 80 m.s -2 ; a A2/3 = 112 m.s~ 2 ; o^ /0 = = 186 rad.s" 2 . 



EXERCICES A RESOUDRE 



Q Un avion de transport 1 vole dans le 
sens sud/nord (axe y) a la vitesse de 
700 km.h -1 lorsqu'un avion 2, plus rapide 
(1 400 km.h" 1 ), le croise dans la direction a 
60" ( 9 = 60"). Determiner la vitesse relative 

V B2/1 de 2 par rapport a 1 en B. 

Reponse 

= 1 212 TVi.h- 1 ). 



y (Nord) 




Fig. 16 
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14. Composition de mouvements 



Q Un porte-avions 1 avance a la vitesse 
de 35 noeuds (1 noeud - 1,852 km.rr 1 ) et 
catapulte un avion 2 avec une acceleration 
constante de 40 m.S -2 sur une distance de 
90 m. 

Determiner la vitesse de decollage de 



l'avion par rapport a l'ocean (0 = 16"). 



avion (2) 








0 






8' 


» 1 



porte-avions(l)^ 



Fig. 17 



D Une automobile 2 prend un virage de 
rayon R = 80 m a la vitesse constante de 
60 km.lf 1 (6 = 45"). Une deuxieme auto- 
mobile (1) roule a la vitesse de 90 km.h -1 , 
avec une deceleration de 1,5 m.S" 2 , sur un 
troncon droit (0, y). Determiner la vitesse 
relative V B2/l du vehicule 2 par rapport au 



vehicule 1 et a 



B2/1- 



V Bm - - 42,4 7- 47,6 j ; V B2/1 = 63,7 km.h- 
2,45 T- 0,96 f 



R&ponse 
Fig. 18 



"B2/1 




mm Le dispositif propose represente incompletement une commande de soupape 
d' admission d'un moteur a essence de moto. L'arbre a cames 1 entraine en D un cul- 
buteur 2 qui pousse en B une soupape 5. La piece 9 assure le maintien lateral et les 
ressorts 7 + 8 le rappel de la soupape. Les liaisons en 0 et A sont (ou sont equiva- 
lentes) a des liaisons pivots de centre de meme nom ; les plans tangents au contact 



en B et D sont supposes horizontaux 
a) Nature des mouvements : 



6 = 65" ; <9 1/0 = 200 rad.s" 1 2 000 tr.min- 1 ). 



En deduire V, 



Dl/0 



1/0 ! 

et les directions de V r 



m 2/0i m 5/0 



D2/1 



D2/0 i ^B2/0 



Wy X et W. 



9/5- 



Vbs/o et V B 



B5/2- 



b) Rcrire la relation de composition des vitesses en D. Determiner V D2 /q. Vd2/i e * °h/o- 

c ) Ecrire la relati on de composition des vitesses en B. Determiner V^s/o et %s/2- 
En deduire V c5/0 . 



Fig. 19 





0D = 


18 mm 


x A = 


-38 


Ya = 


-36 


x B = 


14 


y B = 


-30 




14 




-112 



5^ 
J 



1 
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CinEmatique 



Q Le bee 1, articule en £ sur une plate-forme de table elevatrice 0, permet d' assu- 
rer la jonction avec le plancher de chargement d'un camion. La manoeuvre est assu- 
me par un verin hydraulique 4 + 5 (4 = tige, 5 = corps) articule en D sur 0 et en C 
sur deux biellettes de commandes 2 et 3. Les liaisons en A, B, C, D et £ sont des liai- 
sons pivots de centre de meme nom. 
La tige 4 sort du corps 5 a la vitesse de 5 cm.s" 1 , 9 = 45". 
Determiner les vitesses : V C3 } 0 , V C2 / 0 , Vai/o et ^vo- 

— Reponse 

Vai/o ~ aM = - 5 5 T (cm.s" 1 ) ; V AV0 = 5 f + 5 f ■ = 0.54 rad.S" 1 . 




Fig. 20 



Q Un four electrique 1 est articule en C 
sur un socle fixe 0. Le basculement est rea- 
lise par deux verins hydrauliques 2 + 3 
(2 = tige, 3 = corps) disposes symetrique- 
ment. Les liaisons en A, B et C sont des 
liaisons pivots de centre de meme nom. 

9 = 20" ; BC = 930 mm, x A = - 720 et 
y, = - 1 950 mm 

Si la tige 2 sort du cor ps 3 a la vitesse de 

10 cm.s" 1 . determiner \^ 1/0 et co^q. 

Reponse 



V Bl/0 = 10,33 v {cm.s- 1 ) ; a^o = °- n rad s_1 - 



Fig. 21 




Ul Une croix de Malte a six faisceaux est entrainee en A par une manivelle 1 tournant 
a la vitesse uniforme = 20 rad.S" 1 . Les liaisons en B et 0 sont des pivots de centre 
de meme nom, 9 = 20". a) Nature des mouvements M\ 0 et M^. En deduire V A1/0 et 
les directions de V A3/0 et V A2/3 si 2 est axe cylindrique solidaire de l a man ivelle 1. b) Ecri- 
re la relation de composition entre les vitesses en A. Determiner V A3/0 , V A3/2 et c% /0 . 



AB = R = 40 mm 
OB = L = 75 mm 
(B^o = 20 rad.s" 1 
e= 20° 
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14. Composition de mouvements 



Q Line commande de soupape a arbres a cames en tete, sans culbuteur, se com- 
pose d'une came 1 agissant directement sur un poussoir 2 et une soupape 3. 5 et 6 
sont des ressorts de rappel, 4 le siege de la soupape et 0 la culasse du moteur. 
Le pivotement du poussoir est neglige ; = 400 rad.S" 1 ; 6 = 30" ; AB = 20 mm. 
a) Quelle est la nature des mouvements M" 4 ^, M vt 2 /o et M" 1 ^ ? En deduire V B1/0 et 
les directions de V B2/0 et V wx . b) Ecrire la relation de composition des vitesses en B. 

ret 



Determiner V c 



B2/0 



v B2 /i- En deduire V C2/0 . 



V B2/0 = " 4i*= V C2/0 ; V mn = 6,93 Tims') ; V mm -- - 4 f- 6,93 J. 



Reponse 



Fig. 23 




N\ (u vo = 400 rad.s 1 



EE Reprendre l'exercice 11, ecrire la relation de composition des accelerations en 
B, determiner a B1/ Q, a...:. Q B 2/i e ^ Qbc (acceleration de Coriolis) ; en deduire a C2 /o- 

Reponse 

a B2/o= a c2/o = " 2 77o7{m.s- 1 ) ; a,j7 = -5 540 T; = 1 600 7; a B1/0 ' = 2 770 7- 1 600 7 



EE] Un compresseur a palettes, propose sous forme simplified en coupe transversa- 
le, se compose d'un rotor ou cylindre 1 entraine en 0 par un moteur et de trois 
palettes 2 disposees a 120". Les 
palettes assurent la compression 
de l'air et peuvent coulisser libre- 
ment dans des rainures du 
cylindre. Sous l'effet de la force 
centrifuge, les palettes restent tou- 
jours en contact avec le stator ou 
le bati 0. Le dispositif occupe la 
position de la figure (contact en A, 



C et D) 



ft) 



Vo 



= 150 rad.s" 1 . 



a) Quelle est la nature des mou- 
vements M^j/o, NT^/Q et la nature 
de Jajrajectoire T, 



A2/o ? En dedui- 
reJ^/Q et les directions de V A2/l et 
^A2/0 - b) Ecrire la relation de com- 
position des, vitess es en A. En 
-^dujre_ V A2/0 , V A2n et (O 2/0 . 




Fig. 24 



OA = 54 mm 




OH= 19 




BA = BC = BD = 


R = 50 


excentricite = e = 


OB = 14 
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Q Reprendre l'exercice 13. V A2 /\ = 2,1 f(m.s _1 ). Ecrire la relation de composition 
des accelerations en A. Determiner a A1/ Q, a A2/ {, a A2 /o et a Ac (acceleration de Coriolis). 



LJ Reprendre l'exercice 10 avec une croix de Malte a quatre faisceaux (a 90°) ; 
R = 50 ; L = 71 mm ; 19 = 30" et a> 1/0 = 10 rad.S" 1 . Determiner egalement a A1/0 , 

a A3/0> ^AZ/l^/t 1 °b/0- 

Reponse 

v AI/0 = 0,5 m.s" 1 ; «h/o = 4,08 rad.s" 1 ; a A1/0 = 5 m.s" 2 ; a AC = 3,89 m.s -2 ; 
a vo = 233 rad.s" 2 . 



EQ Un variateur mecanique realise une plage de variation de sa vitesse de sortie com- 
prise entre 0 et 300 tr.min -1 a partir d'un moteur tournant a 1 450 tr.min -1 (constan- 
te). Le moteur entraine en 0 une manivelle 1 qui transmet le mouvement en A a une 
bielle 2. Une coulisse 3 recoit le mouvement et le transmet en C a une roue libre 
6 + 7 qui entraine l'arbre de sortie 8 d'axe D. L' articulation B entre 3 et 4 + 5 est 
reglable entre 0 et D, Les liaisons en 0, A, B, C et D sont des liaisons pivots de 
centre de meme nom, les liaisons 2/3 et 3/4 sont des pivots glissants d'axe AC. Le 
dispositif occupe la position de la figure 8 = 90" ; OB = 55 mm. Afin de determiner 



la vitesse de sortie co 6/0 , on demande : a) Quelle est la nature des mouvements : 



et M^/q? Determiner l^ 1/0 et V A2/0 . Compte tenu de la liaison en B, determiner V B q/q 
et ODg/g. En deduire V C2/0 . ComDarer_fi>2/0' °h/o et ^Vo- b) Quelle estja na t ure d es mou- 
vements : M^/n, M^^et M^/g? En deduire des elements de V C6/0 , V C3/0 , V C3/2 et V C()/3 . 



Comparer y cV2 



Mvt Mvt 

pt 



c) Ecrire la relation de composition des vitesses en C entre 



Vc6/0> V c3/2 et ^c6/3- En deduire V C6/0 et co 6/0 . 



0 1 Yk 2 3 4 



5 (filete) 6 7, .8 







0/1 = 14 




CD =36 




SO =87 




OS =55 


00 = 


142 (constant) 


*1/0 = 


: 1 450 tr.min -1 



Fig. 25 
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CINEMATIQUE 
DANS L'ESPACE 



Objectifs 

■ Definir la derivee d'un vecteur dans differents reperes. 

■ Donner les principals relations de la cinematique du solide 
(vitesses et accelerations). 

■ Definir le torseur cinematique et indiquer les torseurs corres- 
pondant aux liaisons normalisees. Traiter la composition de 
mouvement. 

■ Decrire les parametrages utilises dans l'espace (angles d'Euler, 
etc.). Fournir des notions sur la theorie des mecanismes. 



1 ■ Derivee par rapport au temps 
d'un vecteur dans differents reperes 



1, Derivee d'un vecteur de base 



a) Cas du plan 

h>' )0' sont l es vec teurs de base du 
repere de reference R 0 = (x 0 , y 0 , z 0 ). 
t, f, k sont les vecteurs de base du 
repere en mouvement R = (x, y, z). 
(0 = 0) . k 0 = 8 Jc 0 est le vecteur rota- 
tion de R par rapport a i? 0 . 




/'=cos 9 /p + sin 9 j 0 
J= - sin 9 J+cos 9% 



Fig.l 



Remarque 



di, 



r d? 



0 



|o_ I _7f . dj<L I = 7f • L et L. sont des vecteurs fies de R 0 . 
drL U ' \ dth 0 U ' ° Jo 

dlr, 



. = -dsindt+dcosdfo + cos0 — M + sin0 

dt) Rn \dt) Ro 



vuty Ro 



Ut 



= - 6 cos 6 t 0 - $sin of 0 - sin 6 



a i 0 



Ut 



+ cos 6 



d t j Ro 

' A^^ 

d; 0 



-» 



Resultats 



di 
dt 



«0 



0.f=cb/\t et 



/R 0 
d/ 

dt 



{dt) 



= 9\- sin#i 0 +cos 0 ; 0 
= $ - cos 0it-sin0j^ 



189 



CinEmatique 



b) Cas general 

On generalise le cas precedent ; co (R/R 0 ) = a> est la vitesse de rotation de R par rapport 



dip 
dt 



dt 



dt . 



= 0 



d7 =^ T 



dl 
dt; R 



d^ 
dt 



= 0 



-> 



2. Derivee d'un vecteur Q dans des reperes differents 



a) Cas de reperes R et Rq en translation 

x est constamment parallele a x 0 , y a y, et z a z 0 . 
La derivee du vecteur Q fonction du temps 
(Q* = Q(t|) est dans ce cas particulier la meme 
dans les deux reperes. 



\ si R e t H Q en translation 



{ dt j R 



(co(R/R 0 )) = 0 



*0 



0 
(flo) 



4) 



yo 



Q(0 



Fig. 2 



b) Cas de reperes R et R,, en mouvement 
quel conque : 

Q(t) est en mouvement par rapport aux deux 
reperes. w (R/R 0 ) definit la vitesse angulaire de 
R par rapport a R 0 . 







<«(ff/flo) 














0, 


















*0 







Fig. 3 



d'ou la formule fondamentale : 




II 'Relation entre les vitesses 
des points d'un solide 

1. Formule generale 

R 0 est le repere (ou solide) de reference ; J? est lie au solide et co(R/R 0 ) definit la vitesse 
angulaire du solide par rapport a R 0 . 
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13. tinematique dans 1 espace 







7 / M{RlR0) 






solide (1) /v * j ^.y 










j 7- % 


r\ repere lie au solide 



Fig. 4 

fdAB 
dt 



\(a5+ob ) 



dt 



dOB | f dQdM = 
dt i Ro I dt j Ro 



Utilisons la formule fondamentale du paragraphe 1 3 : 

L 0 = Nf i + ^ a ^ = ^ + ^ a ^ 

En rassemblant les deux resultats. on obtient 



\L m V A + (0 A AB 



OU ^(R/fl O) ~ ^(R /RO) + ^( R/RO) A ^B 



2. Propriety dequiprojectivite 



Cette propriete est la generalisation a l'espace de l'equiprojectivite abordee dans le cha- 
pitre « mouvement plan ». 

En multipliant scalairement par AB les deux membres de la formule precedente et en 
remarquant que (ft) a AB) ■ AB = 0, on obtient : 



V B1/Q ■ AB - V Am . AB 



Autrement dit, pour deux points A et B appartenant a un meme solide (1), en mouve- 
ment par rapport a un solide (ou repere) (0), la projection de V B1/0 sur la droite AB est 
egale a la projection de V A1/0 sur AB. 

Remarque : on obtient une relation analogue en multipliant scalairement les deux 
membres par ft) 17 Q. 

■ ^1/0 = Mu/0 ' ®l/0 



III - Torseur cinematique 

1. Definition 

Compte tenu des proprietes des paragraphes II 1 et II 2, l'ensemble des vecteurs-vitesses 
des points d'un meme solide a une structure de torseur, appele torseur cinematique. Ce 
torseur possede les proprietes generates des autres torseurs. 
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Cinematique 



Exemple de notation (solide 1 en mouvement par rapport a 0) 

a \ V AV0 J ^ a,, V Az j V A1/0 = V Ax i 0 + V A J 0 + V Az . k 0 

Remarques : (0 l / Q ou <%/ro) est l a re sultante gen erate du torseur et a meme valeur en 
tout point. V B = V A + ft) A AB = V A + BA a ol est analogue a la relation 
M B = M A + BA a R du chapitre « torseurs d' actions mecaniques », 



2. Proprieties 

L'axe central du torseur est aussi appele axe de viration. Pour tous les points P appar- 
tenant a cet axe, V p est colineaire a la vitesse angulaire a du solide, leur mouvement peut 
etre compare a celui d'un tournevis lors d'une operation de vissage ou de devissage 
(fig. 5 : systeme vis-ecrou). 

Si le torseur est un glisseur, la vitesse V p des points de l'axe central est nulle ; seule ftl 
existe et l'axe de viration devient axe instantane de rotation, analogie avec les CIR des 
mouvements plan (fig. 6 : cone roulant sur un plan). 

Dans le cas le plus general, la position geometrique de l'axe de viration varie dans l'es- 
pace au cours du temps (analogie avec les CIR). 




Fig. 'ig. 6 



3. Torseurs cinematiques des liaisons mecaniques usuelles 



Norn de la 
liaison 


Degre" de 
liberie" 


Representation 
en perspective 


Torseur 

cinematique 


Encashment 
ou liaison fixe 


0 




A 


B 




Pivot 
(axe x) 


1 




J 


0 0 

o oj 


» 


Glissiire 

(axe x) 


1 




J 


o v A> 

0 0 
0 0 


} 
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15. Cinematique dans l'espace 



Nnm Ho la 

liUlll UC Id 

liaison 


rkonr^ Ho 

liberte 


ncprcScniallDn 

en perspective 


Torseur 
cinematique 


Hplirn'i'Halp 

1 1 ClllUIUulC 

(axe x) 


1 




i 
i 


0 0 } 
0 0 J 

* depend du pas 


Div/nt 1 nliccant 
nvuL yiiobdiii 

(axe 1) 


2 


A x v - fc 




\«>x V Ax 
0 0 
lo 0 


} 


Spherique ou 
rotule a doigt 
(centre A) 


2 






Jo Ol 
o> y 0 
lw 2 0J 




Rotule 
ou spherique 
(centre A) 


3 






\co x Ol 
co y 0 
*la) 2 0J 




Appui 
plan 
(normale z) 


3 




j 
J 


0 ^ y 


1 

[ 


Lineaire 
rectiligne 


4 




i 


">* K** 
n i/. 

co z 0 J 




Sphere cylindre ou 
lineaire annulaire 
(axe x) 


4 




J 
j 


'<*>x V A> 

(Oy 0 

,co z 0 


} 


Sphere plan ou 

nnnrhipllp 

UUI IV.LUCIIC 

(direction x) 


5 




J 


co x 0 
co y 1/^ 


} 



'ig. 7 



IV - Relation entre les accelerations 
des points d'un solide 
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En derivant par rapport au temps et dans R 0 , la relation des vitesses du paragraphe II 1, 
on obtient : 

ouc% = o£ + Sa^+ $a (gJ aAB*) 

Remarque : cette relation generalise celle abordee dans le chapitre « mouvement plan », 
a£ . AB est different de . AB ; il n'y a pas equiprojectivite des accelerations sur AB 
et, de ce fait, il n'existe pas de torseur des accelerations. 



V-Composi t i ondemou vemen t s 

Les relations sont les memes que celles abordees dans le chapitre « composition de mou- 
vements » (se reporter a ce chapitre pour des details complementaires). 



1. Rappels des formules fondamentales 



^B2/0 - ^B2/l + 



^2/0 = ®2/l + ®l/0 



ObVO = °B 2/1 + Q B 1/0 + ABC aVeC OfiC = 2 ^V0 A ^ 2/1 



Cas des accelerations angulaires 



d co. 



'2/0 _ 



dt Jo \ d 

fdWi 



dt j 0 I di j 0 



C^/0 = I ^ J + ®1/0A <»2/l + «l/0 



«2/0 " «2/l + «l/0 + <»l/0 A 0*2/1 



Remarques : dans les relations precedentes, V m/0 et a Bl / Q peuvent etre remplacees par 
les formules des paragraphes II 1 et IV permettant de passer par un point A, autre point 
du solide, dont les caracteristiques seraient connues. 



2. Composiion des torseurs cinematiques 

Cette composition resulte de la composition des vitesses. 
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15. Cinematique dans l'espace 

VI • Parametrages utilises dans l'espace 

Pour reperer la position d'un solide (S ou 1) dans l'espace par rapport a un solide ou 
repere de reference (0 ou R 0 ), on commence generalement par lier un repere 
Rs x s> y" z s) ou ^i au s °lid e - La position du solide est definie par la position de R s 
par rapport a R,. Memes remarques pour les mouvements et les grandeurs cinematiques 
liees au solide. Dans le cas le plus general, six parametres seront necessaires pour defi- 
nir avec exactitude la position de R s par rapport a R 0 : 

- trois parametres pour definir l'origine (A) de R s ; 

- trois parametres pour definir la position angulaire de R $ . 

1. Parametres utilisables pour reperer la position d'un point 

a) Coordonnees cartesiennes dans l'espace (x, y, z). 

b) Coordonnees cylindriques (r, 6, z). 

c) Coordonnees spheriques (p, 0, 

Remarques : dans le premier cas, on dispose de trois distances, dans le second de deux 
distances plus un angle, dans le troisieme de deux angles plus une distance (voir formu- 
laires). 

2. Parametres utilises pour reperer la position angulaire du solide 

Un ou deux angles judicieusement choisis suffisent pour un grand nombre d' applications 
courantes. Pour les cas les plus complexes, les angles d'Euler sont regulierement utilises 
(robots, avions, gyroscopes, etc.). 

Remarque : le choix et la position des angles d'Euler peuvent varier sensiblement d'un 
pays a 1' autre et d'un ouvrage a 1' autre ; cependant, le principe reste le meme. 

Angles d'Euler : on passe de R 0 (x„ y„ z Q ), le repere de reference, a R s (x s , y„ z^f, le 

repere lie au solide, par trois rotations d'axe successives, et inversement. 




Vitesse angulaire 



%^ = (q> sin 6 sin y + 6 cos y) {6 sin \|/ - $ sin 6 cos \|f) (vj/ + <p cos 0) 
%/ro) = (¥ s ' n 0 sin <P + & cos x s + W s i n ^ cos 9 ~ & s ' n Vs + w + ¥ cos $ z s 

Remarques : vJU^ ; ; f = ^ 

^ dt dt dt 

lgT9 
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CinEmatique 

VII - Notions sur la theorie des mecanismes 

1. Chaines cinematiques et mecanismes 

Un mecanisme se differencie d'une machine par le fait qu'il ne realise pas de trans- 
formation de l'energie, comme par exemple un moteur (electrique, thermique, etc.). 
Une boite de vitesse d' automobile et le systeme bielle-manivelle sont des mecanismes. 

Une chaine cinematique est un ensemble de solides en liaison les uns avec les autres, 
Plusieurs cas sont possibles : 



Chaine continue ouverte 


Chaine continue fermee 


Chaine complexe 




2 3 




mmmmm 
bati 0 


bati 0 


bati 0 


exemple : 
fleche de pelle hydraulique 


exemple : 
systeme bielle-manivelle-piston 


exemple : 
pompe hydraulique 



Fig. 10 



Une chaine complexe est constitute de plusieurs chaines continues fermees, imbriquees 
les unes avec les autres. 

Si n est le nombre de solides du mecanisme et L le nombre de liaisons entre solides, le 
nombre N c de chaines fermees independantes qu'il est possible d'etudier est : 

N c = L - n + 1 

Remarque : une chaine continue ouverte ne constitue pas un mecanisme, au sens de 
la theorie des mecanismes, dans la mesure oil elle ne realise pas de transformation de 
mouvement (il n'existe pas de loi entree/sortie). 

2. Relation fondamentale 

h = m u + m i + £ n s - 6 (n - 1) 

n : nombre de solides du mecanisme, bati compris 

m u : mobilite du mecanisme ou mobilite utile 

m s : mobilites internes d'elements particuliers 

E n s : nombre des inconnues statiques dues aux liaisons 

h : degre d'hyperstatisme du mecanisme ; si h = 0, le systeme est isostatique ; 
si h 5= 1, le systeme est hyperstatique d'ordre h. 

Remarques : si n c est le nombre des inconnues cinematiques d'une liaison et n s le 
nombre des inconnues statiques, alors n s + n c = 6. Par exemple, pour une liaison pivot, 
n s = 5 et n c = 1. 

L' exploitation de la relation depend de 1' identification et de la schematisation retenue 
pour les liaisons du mecanisme etudie ; un grand soin doit done y etre apporte. 
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15. Cinematique dans l'espace 



3. Exemple : moteur hydraulique 




Fig. 11 

n = 4 ; m u « 1 ; m, = 2 ; n s = 5 + 3 + 3 + 4 = 15; 
h = 1+2+15 — 18 = 0 (systeme isostatique). 

Les mobilites internes correspondent aux rotations propres des solides 2 et 3 autour de 
leur axe de revolution. 



EXERCICE RESOLU 



U Le mecanisme propose sous 
forme schematique se compose 
d'une bague coulissante 1 liee en 
A (pivot) a une bielle 2 entrainant 
en B (rotule centre B) une tige 
coulissante 3. 

Si la bague se deplace par rap- 
port a la tige fixe (0) a la vitesse 
constante V A1/0 = - 3 ;' (m.S -1 ), 
determiner V B3/0 , a^, a B3/ Q et 



Resolution 

a) Etude des vitesses : AB= X 2l-S)Aj- 0,6 k 

Pour la bielle 2, nous avons : V B2/0 = V A2/0 + t% 0 ' A AB 
V B2/0 = V R ^ 0 = V, i (V B est portee par l'axe des x) 
Vua> ** ^1/0 '-3f;m^ 0 = a x T+co v f+ (D z t. 
L' equation s'ecrit : 









(coA 








-HI 


• 




h 


-0,4 












[-0,6 J 



On obtient les trois equations de projection : 

- 0,6 <o v + 0,4 a) z = V B (1) 

0,6 co x + 1,2 (o z = 3 (2) 

0,4 a x + 1,2 co v = o (3) 
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CinEmatique 



Nous avons trois equations a quatre inconnues (V B , O x , ft) y , £t) 2 ); une equation supple- 
mentaire est fournie en remarquant que (0 2/Q = y/; + G) 1/0 . Sachant que G^ 71 est per- 
pendiculaire au plan (AH, HB) et que COyQ est porte par AH, il en resulte que G> 2 /o est 
perpendiculaire a BH. Autrement dit : 

fiVo • HB*=0 = {co x 7+ m v ~f+ (o z t) . (1,2 7- 0,6 k) = 1,2 m x - 0,6 a z 
Resultat : V B3/0 = 1 7(m.s _1 ) et bJ^ = 1 7- 0,33 /+ 2 /c 

Remarque : des verifications sont possibles avec ■ AB = . AB etV B *.e&=V A .(3. 
b) Etude des accelerations 

«B2/0 = + <fe /0 A A B + ^Vo A (%^0 A AB ) ^ 

«A2/o = 5a2/i = 0 (^ai/o = constants) ; = a^ 0 = a B . i ; 
= a, . F+ a y . J 7 ** a, . k 



L'equation s'ecrit : 















f 1 1 








+ 


a v U 


-0,4 


+ 


-0,33 


•(1) 


\0) 


\0j 




W 


l-°' 6 J 




I 2 i 





On obtient les equations de projection : 
-0,6a y + 0,4 a, = a, i 6 (Ij 
0,6a, + 1,2a, = 2 (2) 
0,4 a, + l,2a y =3,33 (3) 

Une equation supplementary est fournie par 

a , , = °k/l +Zl 19" + ^ 1/0 A Y / ; 

- (0^ A (0^7= C^7+ est perpendiculaire a HB. 
Le raisonnement est analogue a celui du paragraphe 1 avec 0)2/0- 

®vo A ®2n> ■ HB = 0=1,2 a, - 0,6 a, + 1 
en remarquant que : o) 2/ l = 1 T*+ 2 k et G) 1/0 ' = - 0,33 . 

Resultats : = - 8,337(m.s- 2 ) ; = - 1,33 7+ 3,86 /- 1 /c (rad.s~ 2 ) 



EXERCICES A RES0UDRE 



mm Le mecanisme ci-contre se compo- 
se d'une manivelle (1) entrainant en A 
(rotule centre A) une bielle (2) qui trans- 
met le mouvement en B (rotule centre 
B) a une manivelle (3) en liaison pivot 
(axe 0, x) par rapport au bati (0). (1) est 
en liaison pivot (axe C, z) par rapport 
au bati : ACH //ay; ft) 1/0 =30 rad.s" 1 ; 
0)2/0 et &2/0 sont perpendiculaires a la 

direction AB. 

Determiner V A1/0 ; V Byo , 0) 2/0 , 

°B3/0 e * 

t Reponse 

Vu/o t - ~ 6 Hm.s- 1 ) ; 

V B3/o = - 5 T i Oai/o = " 180 f (m.sr 2 ) ; 

= - 120f+ 41,6 fc ; % 0 = 7,9 rad.s-'; 
o^o =39,3 rad.s" 2 , 
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15. Cinematique dans l'espace 



H Une antenne parabolique (3) est 
entrainee en rotation (axe A, u) par un 
moteur (2). Le moteur est lui aussi anime 
d'un mouvement de rotation (axe A, y) 
par rapport a la tourelle (1). L' ensemble 
peut pivoter autour de l'axe (0, z). 



= 3 rad.s -1 ; 
o) 2/1 = 2 rad.s -1 ; a. 
= 6 rad.s -1 ; a 



CO 



1/0 



l 3/2 
2/1 

1/0 



= 4 rad.s -2 ; 

0 ; 



= 5 rad.s -2 . 



Determiner flT^et a^ 0 . 



ay'o = 2,6 ?+ 2 ] + 7,5 k (rad.s" 1 ) ; 
=- 5,54 ?+ 15,6 7+1,8 ^(rad.s- 2 ). 



R eponse 




Fig. 14 



II Une machine d'entrainement aux accelerations pour astronautes se compose 
d'une nacelle (3), entrainee en rotation (axe A, u) par une chape motorisee (2). La 
chape est elle aussi animee d'un mouvement de rotation (axe B, x,) par rapport au 
bras (1). L' ensemble peut pivoter autour de l'axe (0, z). Les liaisons L 0/1 , L, /9 et L, 
sont des liaisons-pivots. 



to 



1/0 



= 0,5 rad.s -1 ; a 1/0 = 0 ; 



l'axe 



g*,/! = 0,2 rad.s -1 ; (% n = 0 ; 
6)3/2 = 0,6 rad.s -1 ; 03/2 = 0 
(A, u) est orthogonal a (B, Xj). 
Determiner iibT^ et si x 1 est suppo- 



se parallele axetu variable. 



Reponse 



mj 0 = 0,2 7*+ 0,6 cos 0,2 ( f+ (0,5 + 0,6 sin 0,2 t) fc* ; 
a^ 0 =- 0,3 COS 0,2 ( T+ (0,1 - 0,12 sin 0,2 tfj 
+ 0,12 COS 0,2 ( £ 




I— I Renrend re l'exercice 4, u est suppose parallele a y. Determiner V, 
supportees par l'astronaute. 



G3/0 et Q G3/0 



[_] Le fonctionnement et 1' analyse 
d'un certain nombre de mecanismes se 
ramenent a 1' etude du mouvement d'un 
cone 2 sur un plan horizontal (0). On 
suppose qu'il n'y a pas glissement entre 
le cone et le plan le long de la droite de 
contact OA. Ri (0, x v y„ Zj) ou 1 est 
un repere intermediaire, x 1 est l'axe du 
cone ; z 0 est perpendiculaire au plan et 
a le demi-angle du cone. Si la vitesse 
V B2/ o = V B est supposee constante, 

determiner cOo/v ^2/o> °h/o et a 2/o en 
fonction de V B , R et a. 



(■\)ftfim{0,x v y v z,) 




Fig. 16 



Reponse 



Rcosa 



Vstan a - 
Rcosa 



Rcos z a 



V, sin a -4 
If cos 1 a 
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CinBmatique 



Kfl La transmission par cardan proposee schematiquement se compose d'une 
fourche (1) tournant a la vitesse constante co 1/0 par rapport au bati (0) (axe 0, x 0 ). La 
fourche (1) transmet son mouvement a une fourche (2) (axe 0, x 2 ) par l'intermediai- 
re d'un croisillon (3). Nature des liaisons : L 0/1 pivot d'axe (0, xj ; L 1/3 pivot d'axe 
(0, Zj) ; L 3/2 pivot d'axe (0, y 2 ) ; L 2/0 pivot d'axe (0, X 2 ) ; OA est perpendiculaire a 
OB ; Rq (0, x 0 , y„ z 0 ) est lie au bati ; R 1 (0, X l5 y„ z x ) est lie a la fourche 1 et R 2 (0, 
X 2 , y„ z 2 ) a la fourche (2). 

a) En projetant la relation de composition des vitesses angulaires 
(0 2/ g - (O^l + fi%7i + COyo sur l es axes X 0 , y„ Z 0 et en remarquant que : 




Q Un variateur mecanique est realise a partir de deux roues de friction coniques (1) 
et (3) en contact en A et B avec une serie de spheres (2) identiques dont l'axe de rota- 
tion (0, z) est reglable angulairement (a) par rapport au bati (0), non represents. Les 
liaisons L 



1/0 



^3/0 et 



L 4/2 sont des 



L 4 / 0 est un encas- 



liaisons pivots, 
trement reglable (- 30" ^ a ^ 
30"). Si la vitesse d'entree O) 1/0 est 
constante et s'il n'y a pas de glis- 
sement en A entre (1) et (2), en B 
entre (2) et (3). determiner le rap- 
port des vitesses (ffl3 /0 / ft) 1/0 ) et la 
plage de variation de l'appareil. 

Reponse 

°h/o _ b + a tan a 



0) 



Vo 

1 . 

3,73 



b-a tan a 



;3,73. 



-30° < a < 30° 
co yo = 150 rad.s -1 
a = 6=25 
fi = 60 
r=35 



reglages 




Fig. 18 
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DYNAMIQUE 

MOUVEMENTS 

PLANS 

Obj ectifs 

■ Enoncer le principe fondamental de la dynamique pour les mouve- 
ments de translation rectiligne, mouvements de rotation d'axe et 
mouvements plans generaux. 

■ Indiquer 1' alternative du principe de d'Alembert en definissant la 
notion de force d'inertie. 

■ Traiter les ensembles de solides, les centres de percussions, les mou- 
vements pendulaires et les systemes dynamiquement equivalents. 



La dynamique est le chapitre de la mecanique qui etudie les mouvements des solides en 
relation avec les forces qui les produisent. L'etude et la comprehension de ce chapitre 
suppose 1' acquisition des connaissances abordees en statique et en cinematique. 
Sur un plan historique, les decouvertes des principes de la dynamique sont plus recentes 
que celles relatives a la statique. Galilee (1564-1642), le premier, effectua une approche 
scientifique des phenomenes. Ses travaux, determinants, sont a l'origine des resultats de 
Huygens et Newton. Newton fut le premier a formuler correctement le principe fonda- 
mental de la dynamique et la loi de la gravitation universelle. Par la suite, Euler, 
d'Alembert, Lagrange, Laplace, Poinsot, Coriolis, Einstein et d'autres apporterent une 
contribution importante au developpement de cette science essentielle. 
En ce qui concerne la technologie et ses applications, la dynamique est plus recente et 
se developpe avec l'ere industrielle et la construction des machines travaillant aux 
vitesses elevees avec ou sans chocs. 

Remarque : II y a trois methodes possibles pour traiter un meme probleme de dyna- 
mique, chacune ayant ses avantages et ses inconvenients : 

1 • par application directe de la loi de Newton ou du principe fondamental ; 

2 - par utilisation des theoremes relatifs au travail et a l'energie (voir le chapitre 
« energetique ») ; 

3 - a partir des theoremes portant sur les quantites de mouvement et le moment cinetique. 
Les equations de Lagrange, non abordees dans cet ouvrage, offrent egalement des 
possibilites. 
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Dynamique 

1 - Principe fondamental : 
cas d'une translation rectiligne 

1 Enonce 

L' enonce propose s' applique indifferemment a un point materiel de masse m ou a un 
solide en translation rectiligne de masse m et de centre de gravite G. 

l re loi 

La premiere loi correspond au principe fondamental de la statique (voir partie statique). 
Elle s' applique aussi bien a un solide en equilibre qu'a un solide evoluant a vitesse 
constante. 

2 e loi 



L' acceleration a£ du centre de gravite G d'un solide en translation rectiligne par rapport 
a un repere (ou solide) absolu est proportionnelle a la resultante (S F ext ) des forces ou 
actions exterieures agissant sur le solide et a meme direction et meme sens que celle-ci. 




Fig. 1 

Remarque : la resultante X F ext doit passer par G, sinon il y a mouvement plan. 

3 e loi 

En statique et en dynamique, les actions mutuelles entre deux solides sont egales et 
opposees. 



2. Remarques 

a) Repere absolu ou galileen 

Pour que 1' application du principe fondamental soit correcte, 1' acceleration 5^ doit etre 
une acceleration absolue. 

Par commodite, 1' acceleration est generalement reperee ou determinee par rapport 
a un repere lie a la terre prise comme reference absolue. Cependant, la terre n'est pas 
un referentiel absolu ou galileen rigoureux mais approche. 

Pour la plupart des problemes de mecanique usuels, cette approximation' suffit et amene 
des erreurs negligeables. 
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10. uynamique - mouvemems pians 



Pour un certain nombre de problemes faisant intervenir des avions, fusees, missiles et 
autres, il est parfois necessaire de faire intervenir les accelerations engendrees par le 
mouvement de la terre. 

Exemple : pour un corps en chute libre, la rotation de la terre engendre une legere 
acceleration dirigee vers Test (acceleration de Coriolis) creant une perturbation du mou- 
vement de chute libre. Le solide ne tombe pas exactement verticalement mais subit une 
legere deviation vers Test egale a : 

(co = 0,729 x 10 -4 rad.s -1 (vitesse rotation terre) 
g = 9,81 m.s- 2 
h : hauteur de chute en m 
Q : latitude nord ou sud 

Pour h = 250 m ; $ = 45" (France), on obtient d = 61,3 mm 

b) Temps relatif et temps absolu 

Dans l'equation de Newton, le temps est considere comme une grandeur absolue, 
s'ecoulant inexorablement d'arriere en avant au rythme regulier indique par les pendules 
et les calendriers. 

D'apres Einstein, le temps n'est pas absolu mais relatif et depend de la vitesse propre de 
l'observateur et de la position finale de celui-ci. Cependant, la notion de temps relatif 
n'est vraiment sensible que pour des particules se deplacant a de tres hautes vitesses 
(proches de celle de la lumiere : 300 000 km.s -1 ). 

Exemple : si on place une pendule dans un satellite a 644 km d' altitude evoluant a 
27 080 km.h" 1 , celle-ci prend un retard de 0,000 001 85 s a chaque orbite par rapport 
a une pendule identique situee au pole. 

3. Exemples 

a) Exemple 1 

Sphere de 1 kg en chute libre, resistance de l'air 
n eglige . 

2 F ext = P = vecteur-poids 
a£ = = [acceleration de la pesanteur : 

g= 9,81 m.s" 2 ] 
Z F ext = m a£ donne P = mg. 
En projection sur la verticale z : 

P = mg = 1 x 9,81 = 9,81 N. Fig. 2 

b) Exemple 2 

Une navette spatiale est supposee a l'arret dans l'espace. Les trois moteurs sont allumes, 
la poussee de chaque moteur est de 2 300 kN, les trois poussees sont paralleles et leur 
action resultante (Z F ext ) passe par G. Determinons 1' acceleration supportee par les 
astronautes si la masse de la navette est de 100 tonnes. 
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Fig. 3 



L F ext = m . a£ donne en projection sur la direction du mouvement (u) 
I F ext = 3 x 230 000 = ma n = 100 000 a n 



a n = 



230000x3 



= 69 m.s- 2 - 7 g 



100000 

L' acceleration supportee est 7 fois superieure a 1' acceleration de la pesanteur g. 



4. Principe de d'Alembert 



La 2 e loi du principe fondamental peut aussi s'ecrire sous la forme du principe de 
d'Alembert : 



Fj = (- m . a^j est appelee force d'inertie, cette force est opposee a 1' acceleration a^. 

Remarque : ecrit sous cette forme, 1' exploitation du principe se ramene aux cas abor- 
des en statique, la force d'inertie etant assimilee a une force exterieure. Toutes les 
methodes et theoremes abordes en statique sont utilisables : isolement du solide, etc. 

Exemple : cabine d'ascenseur 

Un homme de 80 kg se tient debout sur une balance 
dans une cabine d'ascenseur a 1' arret. Le moteur est mis 
en marche et la tension T dll cable de levage atteint la 
valeur de 900 daN pendant les trois premieres 
secondes. Si 1' acceleration est supposee constante, quel- 
le lecture peut-on lire sur la balance ? Les frottements 
sont negliges, la masse de l'ensemble (cabine + balance) 
est de 720 kg. 

Resolution 

a) Isolons l'ensemble cabine + homme + balance 

Afin de simplifier l'etude, supposons que le centre de 
gravite G de l'ensemble est situe sur la verticale com- 
mune a T et P. 

L'action des rails, perpendiculaires aux autres forces, 
n'est pas prise en compte. 

Le principe de d'Alembert s'ecrit P+T-m .Q^ = 0. 
En projection sur la verticale z : 
-P+T-m . a G = 0 

- (720 + 80) 9,81 + 9 000 - (720 + 80) a G = 0 
d'ou a G = 1,44 m.s -2 . 





ig.5 



16. Dynamique - Mouvements plans 



b) Isolons l'homme seul 

L'homme est soumis a 3 actions : son poids P h , Taction exer- 
cee par la balance B et la force d'inertie (- m h . a^). 

Pi + If- m b a^ =T) 
en projection sur z, on obtient : 
- P h + B - m h a G = 0 
B = m h g + m h a G = m h {g + a G ) 
= 80 (9,231 + 1,44) = 900 N. 
Masse fictive mesuree par la balance : 

m\ = 900 / 9,81 = 91,74 kg. pjg g 

Remarque : pour le mouvement inverse (a G = - 1,44 m.S" 2 ), avec freinage, la masse 
fictive de l'individu serait 80 - 11,74 = 68,26 kg. 




II • Principe fondamental : solide en rotation 

On ne considerera que des rotations par rapport a un axe fie. 

1. Cas oil le centre de gravite est situe sur I'axe de rotation 

Le solide tourne a la vitesse angulaire ca autour de l'axe de rotation (A, z), le centre de 
gravite G est sur cet axe et a est 1' acceleration angulaire du mouvement. 
A, et A, sont les actions exercees par la liaison pivot sur le solide. J c est le moment 
d'inertie du solide par rapport a l'axe (G, z) qui est aussi l'axe de rotation. 

a) Enonce 

La premiere et la troisieme loi restent identiques a celles du paragraphe II. 
La deuxieme loi s' enonce : 





I F CTt en N 
2M G (FJ en Nm 
J G en m 2 kg 
a en rad.s" 2 








^^j^^^&J^^^ ^^^^^^^^^^^ ^^^^^^ 



Fig. 7 



Remarques : S MJF^ ) = M G (F^) + M G (F% + ... 

Pour un systeme de forces planes, on dispose de trois equations de projection : 
XF x = 0;£F y =0 ;Z M G {F~f) = J G a ; J G est defini en fin d'ouvrage. 
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Dynamique 




b) Exemple 

Dans un laboratoire 
d'essai, pour tester les 
accelerations d'un vehi- 
cule, on utilise un dispo- 
sitif avec tambour. Les 
roues motrices sont 
posees en A sur la par- 
tie haute du tambour 
(rayon R = 1 m, lon- 
gueur 2,5 m, moment 

d'inertie J G variable ou ajustable) libre de tourner 
autour de son axe de rotation (G, z). La masse tota- 
le du vehicule en charge est de 2 000 kg. La charge 
supportee par les roues avant, au repos, est de 
1 200 daN. 

Quelle doit etre la valeur du moment d'inertie J G 
pour que le tambour se comporte comme le vehicu- 
le au demarrage ou au freinage (acceleration tangen- 
tielle tambour a, = acceleration du vehicule a) ? 

Resolution 

a) Isolons le vehicule. 
Supposons que 1' auto- 
mobile demarre sur une 
route horizontale avec 
une acceleration a. 
P 3 est le poids du vehi- 
cule, A l/2 et B les 
actions sur les roues. 
- m 3 a est la force 
d'inertie au demarrage. 
D'Alembe rt : Fig. 9 
Pi + B~+ A l/2 ~ ™-P = ~® 
Projection sur l'axe x : A, - m 3 a = 0 

b) Isolons le tambour. 

^f^^ + ^+^-K-K^ (i) 

I M G (fO = M G (- 70 = Jo. a (2) 
toutes les forces, sauf (- A x ) passent par G 
et ont un moment nul. 



Fig. 8 




'tA 

R 



a. _ 
R m 3 .R 



a, A est 1' acceleration tangentielle de A. 
L' equation (2) devient : 

A * I 



A r .R= 




m 3 ./? 



ig. 10 



d'ou J G = m 3 . R z avec m 3 = masse du vehicule. 
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16. Dynamique ■ Mouvements plans 

2, Cas oil le centre de gravite G n'est pas sur I'axe de rotation 

a£ est P acceleration du point G (a, est P acceleration normale et a, P acceleration tangen- 
tielle) ; a est P acceleration angulaire du mouvement ; J G et J A sont les moments d'iner- 
tie en G et A (voir definitions et formules chapitre moments d'inertie). 

a) Enonce 

La deuxieme loi du principe fondamental devient : 
avec Qa « K + ~Pk ; a„ = a?r ; a t - or 



ZF^enN .. 
2 M G (F ext ) en Nm 
a en m.s~ 2 
m en kg 
J G en m 2 .kg 
r = AG en m 





Fig. 11 



Remarques : en projection sur AG ou n : I F n = - m o£r 

en projection sur t (perpendiculaire an) : I F t = H1CW 

L'equation de moment en G peut etre remplacee par P equation alternative en A 



2 mafT) = J A « 



avec : J A = J G + mr 2 



b) Exemple : tasseur vibrant 




Fig. 12 
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Dynamique 



L'appareil est utilise pour tasser ou compacter le beton liquide. Les vibrations ou 
secousses sont produites par la rotation d'un arbre excentre 1 (excentration e = 3 mm) 
guide en rotation par trois roulements 3 - 4 - 5. La vitesse de rotation maximale est de 
10 000 tr.mirr 1 , la puissance d'entrainement de 1,5 kW et la masse de l'arbre de 2 kg. 
Determinons les actions supportees par les roulements en A et B, a vitesse constante et 
le couple de demarrage si a = 5 000 rad.s -2 (poids neglige). 

Resolution 

a) Action en A et B a 10 000 tr.mirr 1 . 

a = 0 ; a t = 0 ; a n = of-e 

0) = (10 000 jc) / 30 = 1 0 47 rad.s- 1 

IF^ = + = Wa G = - F\ 

Fj force d'inertie sur l'arbre. 

Projection sur x : 0 = 0. 

Projection sur y, : A„ + B 3/1 = m a,. 
Par symetrie : 

A _ R .m". 2xl047 2 x 0,003 _ 3 290 N. 



■'3/1 



b) Couple moteur C m si a = 5 000 rad.S 2 
Ecrivons 1' equation de moment du principe en 0 
I M 0 {P2) = J 0 a = (J G + me 2 )a 

c ={mRl + me 2 



C m = 2 + O^O^j x5000= l,215Nm 

3. Centre de percussion P 




Fig. 14 




ig. 15 



La resultante des forces exterieures (Z F ext ) passe par le centre de percussion P et en ce 
P ° int : | ZC=™-^ SM P C) = 0 

Rema rque : si r k est le rayon de gyration du solide tel que J G = m . r k 2 

^ M A (F e xt) = J a a = {J G + m r G 2 ) a = m (r k 2 + r G 2 ) a 

or : Z M A (F ext )=ma,x(r G + cfj = mr G a(r G + cfj = m(r G .cl + r G 2 ) a 



il en resulte que : 
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16. Dynamique . Mouvements plans 



Exemple : batte de base-ball 

La batte est en rotation autour de A et frap- 
pe la balle. ~P, d'intensite elevee, schemati- 
se Taction de la balle au moment de l'im- 
pact. Le poids de la batte est neglige. 
A v et A x schematisent les actions exercees 
par les mains, si F passe par le centre de 
percussion P, ces actions sont limitees. 
X M p (F^) = A x xAP=0 
d'ou : A, = 0. 




Fig. 16 



4. Cas des mouvements pendulaires 



Cas 



Principe 



Pendule simple 




Pendule compose 




Principe 
fondamental 



T + mg=m?e 



■ m g OS sin 0 = J 0 « = m Ofs « 



Angle 
de balancement 



e = 0 maxi .cos yy.r 



9= fmaxi .cos , / V ■ / 



Periode 
d'oscillation 



T=2n 



mgL 



2 %■ 



Fig. 17 



Remarque : dans le cas du pendule simple, la masse m est supposee concentree en G, 
T est la tension du fil OG. Dans les deux cas, les pendules oscillent autour de 0 (oscilla- 
tions de faible amplitude). 

Le pendule compose se comporte comme un pendule simple de longueur : 



L' = OP = OG + 



2 A 

OG 



r kG est le rayon de gyration par rapport a G et P le centre de 



percussion defini au paragraphe 3. 
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Dynamique 



Ill-Principe fondmental : 
casdeswuvements plans 

l.Enonce 



La deuxieme loi du principe fondamental s'ecrit : 



2F ext = ma£ 










/ a G J / ^ext 


/lM e y 
/ 6 V / 


1 / l ' fia // 
/ / 





Fig. 18 

Remarque : pour un point P situe a la distance b de ma^, on peut ecrire l'equation 
alternative suivante : 



iM P (F at ) = J G cc+ ma G . b 



2. Exemple 



Prenons le cas d'un disque (ou roue) qui roule sans glisser sur un plan horizontal (ou 
route) sous Taction d'une force constante F. m est la masse du disque, f A = pi A caracte- 
rise le frottement en A. Determinons les equations du mouvement. 




Fig. 19 
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Resolution 

A — * — > 
/a = A^a = -a* ' P = mg ; I F ext = ma G . 

Projection sur x : £ F x = HldgX 

F - A x = F - f A A v = F - f A P = ma G = mar (1) 

Projection sur y : £ F y = A , - P = 0 donne A, = P = mg (2) 
X M G (fQ = J G a donne A,, r = ^ « = / A Pr (3) 
les equations (1) et (3) conduisent a : a = ^nr^ = ^ mr^ ^ ou f& = 
Si on remplace f A par ^-p dans 1' equation (3), on obtient : 



oc = 



2F 



3 m r 



IV • Cas des ensembles de solides 

Le principe fondamental s' applique de la meme maniere aux ensembles de solides. Les 
interefforts au niveau des liaisons entre solides ne doivent pas etre pris en compte 
(deviennent des efforts interieurs). Seules les actions exterieures a l'ensemble isole sont 
comptabilisees, analogie avec les ensembles isoles en statique. 



£ f"ext = F 1 + F 2 + F 3 + ... - m 1 a^ l + + ... 






f,(F^ + M, (fQ + ... = (J G1 a! + m^dj) + (J G2 a> + m^a G7 d 2 ) + ... 


/ G 

1/ — > 


h ^-V? ma^ /V 



Fig. 20 



V - Systemes dynamiquement equivalents 

Deux systemes sont dynamiquement equivalents s'ils donnent les memes resultats avec 
les equations du principe fondamental. 



Exemple 



Le solide de masse m, de centre de gravite G et de moment d'inertie J G est dynami- 


quement equivalent aux deux masses excentrees m 


j et m 2 si les conditions indiquees 


sont verifiees. 














conditions 






m = mi + m 2 
rri] L] = /7?2 it 






mi L\ +m 2 L\ = Jg 




masse m /\# 







Fig. 21 



211 



Dynamique 



EXERCICES A RESOUDRE 



Ul Une remorque bagagere de poids 
P = 300 daN applique en G, centre 
de gravite, est tractee en A (liaison 
rotule) par une automobile. L'en- 
semble voiture plus remorque atteint 
la vitesse de 72 km.h" 1 en 100 m, 
depart arrete. a) Determines 1' accele- 
ration du mouvement si celle-ci est 
constante. b) Determiner les actions 
exercees en A et B. 

Reponse 

a = 2 m.s" 2 ; A x =-612 » ;A, = 55,8 ; 
B x =0;B = 2944,2 N. 




Fig. 22 



H Reprendre. l'exercice 1, l'automobile freine et s'arrete sur 120 m depuis la vites- 
se de 120 km.h -1 . 




H A 1' arret, le poids P = 1 240 daN 
d'une automobile, applique en G 
centre de gravite, se repartit de la 
facon suivante : 310 daN sur les 
roues avant et 930 daN sur les roues 
arriere (g = 10 m.S" 2 ). 
Le vehicule roule a la vitesse de 
288 km.h" 1 , puis freine brutalement Fig- 23 

et s'arrete en 320 m (deceleration constante). Les frottements entre roues et sol sont 
supposes identiques en A et B (f A = f B — j). a) Determiner la position du point G et 
la deceleration du mouvement. b) En deduire l es actions exercees en A et B et la 
valeur du frottement /. 

R&ponse 

AK - 630 ; a = - 10 m.s" 2 ; / = 1 ; A x = A v = 6 594 N ; B x = B„ = 5 806 N. 



Reprendre l 'exercice 3 lorsque la voiture descend une pente de 10 %. 



Q Une moto atteint la vitesse de 
86,4 km.h" 1 , depart arrete, sur 60 m 
en montant une pente de 10 %. Le 
poids de l'ensemble est de 340 daN 
applique en G. La roue arriere est 
motrice et g = 10 m.S" 2 . Determiner 
l'acceleration du mouvement, les 
actions exercees en A et B ainsi que 
le frottement en A. 



Fig. 24 



fl = 4,8 m.s" 2 ; A x = 1 970 N ; A v = 3 131 N ; B x =0 ; B v = 252N ; f A =0,63 



Reponse 
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Q Reprendre l'exercice 5, la moto descend une pente de 10 % a 120 km.h -1 , frei- 
ne et s'arrete en 120 m, les frottements en A et B sont supposes identiques. 



□ P[ (12 500 daN) schematise le 
poids du chargeur et P 2 (5 000 daN) 
celui des materiaux contenus dans le 
godet. L'engin roule a 40 km.h -1 puis 
freine. a) Si la deceleration est de 
2 m.S~ 2 et les frottements en jV et M 
identiques, determiner les actions 
exercees en M et JV. b) A partir de 
quelle deceleration y a-t-il bascule- 
ment vers l'avant du chargeur ? 



en metre 




Fig. 25 



L_J Pour le systeme bielle manivelle 
propose, N 1/0 = 2 500 tr.mirr 1 , 
determiner la force d'inertie sur le 



piston si sa masse est de 0,3 kg ; 
valeur a 5 000 tr.mirr 1 , 

Reponse 



a =-2 oio m.s" 2 ; F, = 

F,(5 000) = 4 F,{2 500). 



603N; 



Fig. 26 




Q Reprendre l'exercice 8, determiner la force d'inertie lorsque 0 varie entre 0 et 360". 



LI L'accelerometre a ressort propo- 
se permet de mesurer experimentale- 
ment des accelerations. Determiner 
la raideur K du ressort de facon a ce 
qu'un accroissement d' acceleration 
de 1 m.S~ 2 amene un enfoncement du 
coulisseau de 2 mm (correspond a 
une unite de la graduation). 

Fig. 27 




EH Une automobile roule a la vitesse 
constante de 126 km.h" 1 au fond 



d'un creux 
R = 100 m. 



circulaire de rayon 
Determiner les actions 



exercees en A et B sur les roues si le 
poids du vehicule est P = 1 000 daN 
au repos (g = 10 m.S* 2 ). 

Reponse 

A, = 890 daN ; B = 1 335 daN. 




Fig. 28 
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I— ) Renrend re l'exercice 11 avec 
une automobile roulant a 90 km.h -1 
dans le haut d'une cote circulaire de 
rayon 40 m. P = 1 600 daN au 
repos. 




Fig. 29 



13m Une automobile roule a la vitesse 
constante de 90 km.h" 1 dans un vira- 
ge releve d' angle a. Determiner a de 
facon a ce qu'il n'y ait aucune force 
de frottement entre les pneus et la 
route si le rayon du virage est de 
200 m. 

Riponse 

it = 17,67°. 



fl=200m 




Fig. 30 



ED Les normes britanniques imposent que les autobus a deux etages ne doivent pas 
verser si, a 1' arret, ils sont inclines de moins de 28". a) Si la largeur des essieux est 
de 2,4 m, determiner la position limite du centre de gravite G, l'autobus est suppose 
symetrique. b) Sur route horizontale et dans un virage de rayon R = 20 m, quelle est 
la vitesse limite admissible au renversement ? c) Renrendre la question precedente 
lorsque le virage est releve de 10". 



bus a I'arret 
















f—\ 


1 1 


1 1 


I I 


1 I 




\ Tcd'^ancttnii is good for you ' 






lSDODdaN 



Fig. 31 
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LJ Un avion effectue une descente 
en pique a la vitesse constante de 
900 km.lv 1 sur la trajectoire circulaire 
CAB de rayon 1 200 m. La masse de 
l'appareil est de 5 700 kg. 
a) Determiner les accelerations et les 
forces subies par les passagers en A, B 
et C. b) Quelle est la force d'inertie 
centrifuge exercee sur 1' avion en ces 
memes points ? c) Un voyageur de 
80 kg est debout, en equilibre, sur une 
balance, au passage en A. Quell e est 




la lecture indiquee par la balance ? Fig. 32 



LJ En saut a ski sur tremplin, un 
skieur de 80 kg arrive dans le bas a la 
vitesse V G de 25 m.S" 1 inclinee de 30" 
par rapport a l'horizontale. 
Determiner l'effort normal N, exerce 
par la piste sur le skieur en A, juste 
avant le saut. La piste est supposee 
circulaire (rayon R - 45 m). 

Reponse 

N = 1 791 N. 




Fig. 33 



UJ Un touret a meuler tourne a la 
vitesse de 3 000 tr.min" 1 . 
L' alimentation est coupee, la broche 
met 40 secondes pour s'arreter. 
a) Determiner la deceleration angu- 
laire a si celle-ci est supposee 
constante. b) L'ensemble meules plus 
arbre est assimile au dessin, la masse 
volumique des meules est de 
2 500 kg.rrr 3 , celle de 1' arbre de 
7 800 kg.rrr 3 . Determiner le moment 
d'inertie de l'ensemble et le couple 
resistant exerce par les paliers pen- 
dant la periode d' arret. 




Fig. 34 



A* 



40 



700 



*** 



40 



Fig. 35 
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'— ' Le couple de demarrage, a vide, 
d'une perceuse est egal a 0,1 Nm. La 
vitesse de rotation atteinte est de 
3 000 tr.mirf 1 , le moment d'inertie des 
parties tournantes ramenees au mandrin 
est de 2 x 10" 4 m 2 .kg. a) Determiner 
1' acceleration angulaire du mouvement 
si celle-ci est supposee constante. 
b) Combien de tours faut-il au foret pour 
atteindre la vitesse de 3 000 tr.mirr 1 , 
temps mis pour y parvenir ? 

Reponse 

a = 500 rad.S -2 ; 15,7 tours ;/ = 0,63 s- 



Fig. 36 




[_] Une barre cylin- 
drique, masse m , 
centre de gravite G, 
longueur L, rayon r, 
est animee d'un mou- 
vement pendulaire 
autour de l'axe 0. 
Determiner la perio- 
de des oscillations si 
celles-ci sont suppo- 
sees de faibles ampli- 
tudes et si r est negli- 
geable devant L, 

Reponse 



is 



CO 



2r 



t = 2ji, 



Fig. 37 



Q Une bague de roulement, largeur 
b, diametre interieur 0,6 m et centre de 
gravite G, est anime d'un mouvement 
pendulaire autour de l'axe 0 (liaison 
lineaire annulaire). Par mesure experi- 
mentale, on determine la periode d'os- 
cillation du pendule : T = 2,2 secondes. 
En deduire les rayons de gyration de la 
bague en 0 et G. 

Reponse 



0,6 m ; r kc = 0,52 m 



Fig. 38 




Q Keprendre l'exercice 20 avec une 
bielle symetrique de masse 1,2 kg, 
centre de gravite G et une periode d'os- 
cillation autour de l'axe 0 : T = 1,35 s. 
Determiner le rayon de gyration et le 
moment d'inertie en G. 




Fig. 39 



Q La porte avant droite d'un 
vehicule monospace, mal fermee, 
s'ouvre brutalement au moment 
d'un freinage. La masse de la porte 
est m, son centre de gravite G 
(AG = R) et son rayon de gyration 
en A, r fc , a) La deceleration a du 
vehicule est supposee constante ; 
en deduire CO et a de la porte. 
b) Determiner les actions exercees 
sur la liaison pivot en A lorsque 

e = 90". 




Fig- 40 



Reponse 



aR 



sind 



;6) ; Ay= 



ZmaR 
ri 



Ax = m a 1 



R 2 
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Objectifs 

■ Definir les notions d'energie et de puissance. 

■ Donner le travail et la puissance d'une force et traiter le 
cas d'un couple. 

■ Aborder la notion d'energie potentielle. 

■ Introduire l'energie cinetique dans le cas des translations 
rectilignes, des rotations d'axe et des mouvements plans. 

■ Definir le rendement. 

■ Developper les theoremes lies it l'energie : theoreme de 
l'energie cinetique, loi de conservation de l'energie et 
principe du travail virtuel. 



Les problemes lies a l'energie sont d'une grande importance : l'energie est en effet a 
l'origine de tous les mouvements du monde de la technologie. Elle existe sous plusieurs 
formes : mecanique, electrique, chaleur, etc. Une bonne connaissance des phenomenes 
energetiques permet aux techniciens et ingenieurs de construire de maniere economique 
des machines moins gourmandes en energie. 

Les theoremes sur l'energie abordes dans ce chapitre permettent dans certains cas de 
determiner les efforts engendres sans avoir a calculer les accelerations comme dans le 
cas du principe fondamental de la dynamique (chapitre 16). 



I • Notions d'energie et de puissance 

L'energie et la puissance sont deux notions qui, bien que liees, sont differentes. Mettons 
ces differences en evidence a partir des deux dispositifs de la figure 1. 




robinet 
reservoir vide 



flat initial 



| /(masse m) 



•■///■■////A//''/.- .■ 



flat final W 

(levage h) 9 



reservoir plein 
■■kv (volume l/d'eau) 



ig. la 



Fig. lb 
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Pour remplir le reservoir, il faut fournir un certain volume V d'eau. De la meme manie- 
re pour lever la charge de masse m sur la hauteur h, il faut fournir une certaine quanti- 
te d'energie W. 

Quelle que soit l'ouverture du robinet, c'est-a-dire quel que soit le debit d'eau, la quanti- 
te d'eau necessaire au remphssage est toujours la meme V. 

De la meme facon, si Ton ne tient pas compte du rendement (des pertes ou des fuites 
d'energie), la quantite d'energie a fournir pour lever la charge est la meme quelle que 
soit la vitesse de levage. 

Plus le debit d'eau delivre par le robinet est eleve, plus vite le reservoir sera rempli. De 
meme, plus la vitesse de levee de la charge est grande, plus la puissance fournie ins- 
tantanement est grande et plus vite la charge sera levee. 

Le travail ou l'energie represente ce qu'il faut fournir globalement a un systeme pour 
l'amener d'un etat initial a un etat final. La maniere dont le chernin est parcouru entre 
ces deux etats n'a pas d'importance. 

La puissance caracterise le debit d'energie fourni a chaque instant. Elle ne depend ni de 
l'etat initial ni de l'etat final du systeme, mais permet de decrire les flots d'energie entre 
ces deux etats. 



II -Travail (W) 

1. Travail elementaire AW d'une force F 

Le travail elementaire AW de la force Fdont le point d'apphcation 
A se deplace de a7 entre A et A' (A? = AA' ) est egal au produit sca- 
laire de F*par A?. 

AW = F . &l = F . A/ . cos 0 



Unites : W en J (joules) ; F en N ; Al en m. Fig. 2 

Remarque 

si 0 s= Q < 90 ; cos 9 > 0 ; AW > 0 ; le travail de F est moteur ; 

si 6 = 90" ; cos 6 = 0 ; AW = 0 ; le travail de Fest nul ; 

si 90" < $ s= 180" ; cos 0 c 0 ; AW < 0 ; le travail de Fest resistant. 




2. Travail d'une force constante ou invariable 



La force F se deplace de A, a A, en conservant la 
meme direction (angle a constant) et une intensite 
constante. 

La trajectoire AjA 2 peut etre divisee en une infinite de 
petits deplacements elementaires A^, NjN 2 , . . . , 
N n A 2 tels que : 



A X A 2 = AjNj + NjN 2 + ... + N n A 2 . 




: ig. 3 
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Le travail e ntre A 1 et A 2 s'e xprime par : 

w 1/2 = f. A~jy[ + T. iv? 2 + ... + f\ na 
= F*tAJ? 1 + NJ? 2 + ... + nX) = T. A^ 2 

Le travail de F de A, a A, se ramene au produit scalaire de F par la distance A l A 2 : 
W = F*. AX 

Exemple : travail du vecteur poids P 

Prenons le cas d'un objet descendant une 
rampe de forme quelconque de G l a G,. 

W 1/2 = P.G£ 2 = P .h 

Quelle que soit la trajectoire de G, le travail de P 
est egal au produit de P par la denivellation h. 
Supposons que l'objet soit un skieur de 80 kg Fig. 4 

descendant une pente dont la difference de niveau est de 300 m entre le haut et le bas. 
W = 80 x 9,81 x 300. = 235 440 J = 235,4 kJ 

Remarque : dans le cas de la figure 1, le travail de levage de la charge (1 000 daN) sur 
la hauteur h = 2 m est W = 10 000 x 2 = 20 000 J. 

Si le palan se deplace horizontalement sans lever la charge, le travail fourni est nul. 




3. Travail W d'une force Pirns le cas general 

s, abscisse curviligne, mesure le deplacement 
du point d' application A de la force F sur sa 
trajectoire, s = s l en A, et s = s 2 en A,. 
AA' = ds est le deplacement elementaire de A ; 
entre A et A' : 
dW = F*. ds = F . ds cos 9 




Fig. 5 



entre A, et A, 



s 2 rS 2 

W 1/2 = Z F. ds . cos 6 = F. cos e. ds 



4. Travail d'un couple C constant 

Le travail d'un couple constant C se deplacant 
de Tangle 6 est egal au produit de C par 8. 
W en J (joules) 
6 en rad (radian) 
C en Nm 





/ /*/ 




/ / j 










Am 









Fig. 6 

Exemple : un moteur electrique tournant a 1 500 tr.mirr 1 exerce un couple constant 
de 20 Nm sur un recepteur. Determinons le travail realise par minute et par seconde : 
par minute : A0 = 1 500 X 2jt = 9 425 rad 
AW = 20 x 9 425 = 188,5 kJ 
par seconde : AW = (AW) / 60 = 3 142 J 
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Remarque : dans la mesure ou le couple est constant, AW est aussi egale a la puis- 
sance instantanee du moteur (3 142 W), en notant que 1 W = 1 J.s -1 . 



5. Cas des ressorts de torsion 

Pour les ressorts de torsion (barre de torsion, cylindrique a spire et a spirale), le couple 
C supporte est fonction de Tangle d'enroulement a. 



C = ka 


W = ±Ca = ±kc? 


C en Nm ; k en I* 


^m.rad" 1 ; a en rad ; W en J 



Remarque : k est la raideur du ressort, W le travail realise est aussi de l'energie poten- 
tielle stockee ou restituee par le ressort. 



ffl-Energiepotentielle(E p ) 

Dans le cas d'un travail effectue par les forces de pesanteur ou par des forces engen- 
drees par des ressorts, on parle d'energie potentielle. Cette notion simplifie 1' analyse des 
problemes. 

Pour ces cas, le travail realise est independant des trajectoires et depend uniquement des 
positions initiale et finale des forces encore appelees forces conservatives. 



1. Energie potentielle de pesanteur 

Le principe a ete aborde au para- 
graphe 112. L'energie potentielle 
depend de 1' attitude z de l'objet, plus 
l'objet est haut et plus il y a d'energie 
potentielle. 



£ p = mgz 

E p\ ~ £ P 2 = m 9 (zi - z 2 ) - mgh 




Fig. 7 



2. Energie potentielle elastique (ressort) 





F= charge sur le ressort 
f = fleche du ressort 



3 ig. s 
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Charge sur le ressort : F = kf = k (/ 0 - x) 

avec / Q longueur libre ou longueur au repos ; x longueur du ressort sous charge ; / 
deformation ou fleche du ressort ; k raideur du ressort. 

Travail element aire developpe par une charge F comprimant le ressort. 
Si Xj - X 2 = dx est tres petit, F 1 F 2 = F varie tres peu et le travail elementaire s'ex- 
prime par : AW = F dx = k (/ 0 - x) dx 

Le travail total est donne par : 

M^ = J 1 'k(t-*)dx=|(jg ! -^) 



Energie potentielle du ressort 
(E p en J ; k en N.uT 1 ; / en m) 






Ep - ~~y~ i E p2 - Ep! = ^ (.4 - A ) 









La compression du ressort permet d'accumuler de 1' energie potentielle. Pour les ressorts 
de torsion : E p = l / 2 k a 2 (a en rad ; k en Nm.rad" 1 ). 



IV • Energie cinetique(£ k ou T) 

On peut considerer 1' energie cinetique comme etant une sorte d'energie potentielle liee 
a la vitesse de deplacement. Plus un solide se deplace rapidement, plus il accumule de 
P energie cinetique. 



1. Solide en translation rectiligne 

Tous les points du solide se deplacent a la meme 
vitesse ; V = V G = V M = ■ ■ ■ 

L'energie cinetique d'un solide en translation rec- 
tiligne est egale a la moitie du produit de la masse 
m du solide par le carre de sa vitesse V. 




Fig. 9 



£ k = T = |mV 2 avec E k en J (joules) ; m en kg ; V en m.S 



,- 1 



Exemple 

Energie cinetique d'un camion de 
14 000 kg roulant a 108 km.rr 1 : 

\/ = ^,30m.s- 1 

E fc = lxl4000x30 2 

= 6 300 000 J 
= 6300W 




Fig. 10 



Remarque : si la vitesse du vehicule est divisee par deux (54 km.rr 1 ), l'energie cinetique 
est divisee par 4 (6 300/4 = 1 575 kJ) et inversement. Le travail des freins consiste a 
absorber de l'energie cinetique pour ralentir le vehicule. En cas de chocs, l'energie cine- 
tique accumulee est brutalement convertie en deformations (carrosserie, etc.). 
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2, Solide en rotation par rapport a un axe fixe 

Pour l'element M de masse dm dont la vitesse est V M = cor, l'ener- 
gie cinetique est £. = V 2 ((or) 2 dm = 1 / 2 oj 2 r 2 dm. 
Pour 1' ensemble du solide : E k = l / 2 £ r 2 dm. 
Le terme J = I r 2 dm represente le moment d'inertie par rapport 
a l'axe de rotation (voir chapitre « moment d'inertie »). 
L'energie cinetique d'un solide en rotation est egale a la moitie du 
produit du moment d'inertie J du solide (par rapport a son axe de 
rotation) par le carre de sa vitesse angulaire co. 

E k = T = i Jof avec E k en J (joules) ; J en m 2 . kg ; CO en rad.s~ 1 



Exemple 

Deterrninons l'energie cinetique d'un volant de presse cylindrique 
(0 2 m, h= 0,5 m) tournant a 1 000 tr.min" 1 autour de son axe de 
revolution. La masse volumique de l'acier est p = 7 800 kg.rrr 3 . 
m = masse du volant = masse volumique x volume 

= p x (ti R 2 h) = 7 800 x jt x l 2 x 0,5 = 12 252 kg 
J= mR! = 1225 2 2xl 2 =6126m2kg 

£ k =lj^ = 6^6 x (imK) 2 = 335 9 o kJ 

3, Solide en mouvement plan 

Definition 1 

£ k (ou T) : energie cinetique en J (joules) 

7 G : vitesse (absolue) du centre de gravite G du solide (m.s -1 ) 
0) : vitesse angulaire du solide (rad.s -1 ) 
m : masse du solide (kg) 
J G : moment d'inertie du solide par rapport a un axe perpendiculaire au plan du , mou- 
vement et passant par G (m 2 .kg). 

Definition 2 

£ t = T=lj J <« 2 avec J, = J G + mAG 2 

Le point J est le centre instantane de rotation du mouvement et J, le moment d'inertie par rap- 
port a l'axe instantane de rotation (axe passant par/ et perpendiculaire au plan du mouvement). 

Exemple : prenons le cas d'un disque plein, masse m, rayon R, roulant sans glisser sur 
un plan horizontal a la vitesse angulaire G), deterrninons son energie cinetique. 
Le mouvement est un mouvement plan de centre instantane de rotation J. 

V G = (OR ; J G = ^ 
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4 Fig. 13 



V - Notions de puissance (P) 

La puissance definit la quantite de travail effectue par unite de temps (par seconde) ou 
autrement dit le debit d'energie. 



1. Puissance moyenne 

P m : puissance moyenne en W (watts) 

AW : quantite de travail realise pendant l'intervalle de temps At (J) 
At : intervalle de temps (s) 



AW 
At 



2. Puissance instantanee 



P=lim(A^) = cM 

At^>o\ At / dt 



Lorsque l'intervalle de temps At tend vers 0 ou devient tres petit, la puissance moyenne 
tend vers la puissance instantanee. 



Unites : le watt (VV) 



, . . 1 joule , t _ i 

lwatt =- — ^ — = 1 J.s 1 

1 seconde 



Autre unite usuelle : le cheval (cv) 1 cv = 736 W 



3. Puissance developpee par une force F 



Definition 



La puissance instantanee P developpee par une force F dont le point d' application A 
se deplace a la vitesse V sur sa trajectoire T A est egale au produit scalaire de F par V. 


^^^^^^^ tangenteenA_ 
Fia. 14 




p = T.v* 

P = F . V . cos 6 


P en watts ; F en N ; V en m.s -1 



Remarques : si P > 0, la puissance est motrice (force motrice) ; 
si P < 0, la puissance est resistante ou receptive (force resistante). 
La vitesse V doit etre une vitesse absolue (repere de reference lie a la Terre). 
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Exemple : reprenons l'exemple du pont roulant du 
paragraphe I. Le poids P de la charge est de 
1000 daN et la vitesse de translation, montee comme 
descente, est de 0,1 m.S" 1 . 
Montee 

p = p\ \7=P. Vcos 180" 

= 10 000 x 0,1 (- 1) = - 5 000 w 
Descente : P = P \7' = P • V cos 0° = 5 000 W 




Fig. 15 



4. Puissance developpee par un couple C 

Definition 



La puissance developpee par un couple C se deplacant a la vitesse angulaire 0) est 
egale au produit de C par CO. 

P : puissance developpee en W 



P= Cm 



C : couple en Nnn 

CO : vitesse de rotation en rad.S" 1 



Exemple 

Reprenons le moteur du paragraphe 114, couple constant de 20 Nm a 1 500 tr.min -1 . 



P = cfi> = 20x| 15 QQ X7I j = 3142W. 

5.Puissanced'un torseurd'action 



Soit un torseur d' action {T} dont le deplacement est defini par le torseur cinematique {v}. 
La puissance developpee est egale au produit (ou comoment) des deux torseurs. 

1 cb 



v A 



P(T) = {T) A {v} A = R.V A +®.M A 



'A V J A 

Remarque : le resultat est independant du point A choisi pour ecrire les torseurs. 



VI - Notion de rcndcmcnt (?]) 

Le rendement 7] (eta) d'une machine est egal au rapport de l'energie restituee sur l'ener- 
gie fournie ou recue. 



W/fovjinse ~ 



W fournie- W perdue _ -. _ W perdue 
Wfoumie W fournie 



Remarque : l'energie perdue peut l'etre sous forme de chaleur, de frottements, etc. 



Wperdue 




-ia. 16 
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17. Energetique 

VII • T heoremes su r I'energi e 

1. Theoreme de I 'energie cinetique ou de I'energie-puissance 

Le theoreme traduit sous forme energetique les equations du principe fondamental de la 
dynamique. II permet de determiner des efforts dynamiques sans avoir a calculer les 
accelerations mises en jeu. 

Remarque : en pratique, 1' application du theoreme aboutit a une seule equation, alors 
que le principe fondamental conduit a trois equations de projection (dans le plan). 

Enonce 1 : Pour un solide isole, le travail des forces exterieures pendant un interval- 
le de temps, est egal a la variation de l'energie cinetique du solide. 



Translation rectiligne : & ( V 2 2 - vfj = [ W(F ext )] 2 
Rotation d'axe fixe : ^ [(4 - ejf) = [ W(Fj]l 
Mouvement plan : ^ ( V G 2 2 -V^) + 1 - / Wfjf 



Enonce 2 : pour un solide isole, la derivee de l'energie cinetique est egale a la puis- 
sance developpee par les forces exterieures. 









Remarque : pour un ensemble de solides, au travail des forces exterieures a l'ensemble, 
il faut ajouter le travail des actions mutuelles exercees entre chacun des solides de ['en- 
semble. 

Exemple 




Fig. 17 



Un tambour (J = 100 m 2 .kg par rapport a son axe de rotation) tourne a la vitesse de 
20 rad.S -1 (—200 tr.mirr 1 ). Le freinage est realise en 6 secondes pendant 3 tours. 
Determinons le couple de freinage C si celui-ci est suppose constant. 
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Resolution 

La variation d'energie cinetique du tambour en rotation est : 

\~ Tx = f (fflS- ««) = ^ (o- 20 2 ) =- 2oy 

La seule action exterieure fournissant un travail (resistant) au tambour isole est le couple 
de freinage C. Toutes les autres actions (poids, actions des paliers) passent par l'axe de 
rotation et, de ce fait, ne produisent aucun travail. 

[W(FJ]f = -C0=-Cx2nx3 (travail resistant) 

Theoreme : [AT\f = - 20 000 J = [W(FJ]f = - 6nC d'ou C = 1 061 Nm 
Remarque : on a deux jeux de plaquettes de frein, il en resulte que : 

F = = 0 ^ 5 3 7 N et N = -^- ( £1 = frottement). 

Zr zxU.lb JJL 



2. Loi de conservation de I'energie 



Loi : pour un solide ou un systeme energetiquement isole et dont les forces depen- 
dent d'une energie potentielle (£ p : forces de pesanteur, actions exercees par des res- 
sorts), I'energie mecanique totale mise en jeu reste constante entre deux instants 
successifs. 



Energie mecanique totale [AT]j 2 + [E^i 2 = constante 
ou T 2 + E p2 = Tj + £ pl = constante 



position initiate 
.^1 



La loi de conservation de I'energie est un cas particulier (integrale premiere) du theore- 
me precedent, obeissant a un certain nombre de conditions. 

Remarque : un systeme est energetiquement isole s'il n'echange aucune energie avec 
son milieu exterieur, pas de pertes par frottement, etc. 

Exemple 1 

Un pendule simple de poids mg est lache 
sans vitesse initiale a partir de l'horizonta- 
le (AG,). Determinons la vitesse V 2 en 
position verticale. 

Resolution 

Le poids est la seule force produisant un 
travail, la tension T du fil (perpendiculaire 
a la vitesse V G ) n'en produit pas. Le pen- 
dule n'echange pas d'energie. 

T 2 + Ep2 = T l + E p\ donne : 




position finale 



Fig. 18 



pi 



l f- + mgz 2 = -^+mgz 1 avec V, = 0 et Zl -z 2 = h = R 



On obtient : 



mVf 



■.m 



g(zi-z 2 ) e t V 2 = </2gh 
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Exemple 2 

Un wagonnet, de mas- 
se m = 250 kg, roulant 
a la vitesse uniforme de 
1,4 m.s" 1 est arrete par 
un amortisseur a res- 
sort. Si la course C 
d'amortissement est de 
100 mm, determinons 
1' energie echangee et 
1' effort supporte par le 
ressort en fin de course. 



l/=1,4m.s- 1 



position 1 



maSSC 

m = 250 kg 



77% 



Y777, 



position 2 



V=0 



V////A ~ ^ 



\ 



3- 



-E3± 

G = course 



amortisseur 



Fig. 19 



Resolution 

Le wagonnet est soumis a Taction de 4 forces 
exterieures : poids P, A et B actions des 
essieux et F Taction du ressort. P, A et B, per- 
pendiculaires aux trajectoires des points A, B 
et G ne fournissent aucun travail. Seule F pro- 
duit un travail resistant. 



#4 sfe 'fi l[ 



II 



II 



Loi : T 2 - Tj = £ pl - £ p2 = - 

(paragraphe III2)] 



Fig. 20 

[variation d' energie potentielle du ressort 



l m {v^-vf] = 2m\Q_i A ^ = _^L d'ou k = 49000N.rrf 

Fj = 0 en position 1 (ressort non charge) ; 

F 2 = KC= 49 000 x 0,1 = 4 900 N en position 2. 

Energie echangee : 250 x \£ 2 = 49 OOQ x 0,1 _ 2455 



3. Principe du travail virtuel 

Le principe du travail virtuel peut etre considere comme une apphcation particuliere de 
la loi de conservation de 1' energie au cas de la statique. 

Pour un solide ou un ensemble de solides en equilibre, 1' energie cinetique est nulle. fl en 
resulte que le travail des forces exterieures, en prenant en compte des petits deplace- 
ments virtuels (fictifs ou imaginaires), est lui aussi nul. 

Enonce 

Pour tout solide en equilibre, la somme des travaux virtuels de F ensemble des actions 
exterieures au solide isole est nulle et ceci pour tout deplacement virtuel envisa- 
geable. 

Le principe est applicable aux ensembles de solides, dans ce cas, seules les actions 
exterieures a l'ensemble sont a prendre en compte. 



Remarque : les deplacements virtuels choisis doivent etre compatibles entre eux, ou 
tenir compte des liaisons entre solides et des possibilites de mouvement. 
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L'interet ou la rentabilite de la methode depend de la difficulte a etablir des relations 
entre les deplacements virtuels envisages. 

Exemple y| 

Un point materiel A est_en equilibre sous, 
Taction des trois forces F 1 (60 N), F 2 et F 3 
(120 N). 

Determinons le module de F 9 . 



Resolution : une infinite de deplacements 

virtuels sont possibles. Choisissons par 

commodite Ax oppose a F 9 . 

Fig. 21 

m ) = W(F) + Wf 2 ) + W(%) = 0 
= Fj . Ax + F 2 . Ax + F 3 . Ax 
= 0-F 2 .Ax + F 3 . Ax .cos 30" 

d'ou : F 2 = F 3 COS 30" = 104 N. 

Remarque: W/(I FJ = (f\ + % + %) . Ax = Tf. Ax = 0. 




EXERCICES A RES0UDRE 



D Calcial er le travail et la puissance d'une cabine d'ascenseur : la masse de la cabi- 
ne est de 850 kg, la vitesse de levage (supposee constante) est de 1,2 m.S" 1 , les forces 
de frottements sont evaluees a 40 daN, la hauteur entre le sous-sol et le dernier etage 
est de 25 m. 

R&ponse 

P = 10,48 kW ; W = 218,46 kJ. 



LI Un escalier roulant de magasin trans- 
porte 36 personnes par minute entre le pre- 
mier et le deuxieme etage, la difference de 
niveau est de 5 m. Le poids moyen des per- 
sonnes transportees est de 60 daN. Si le 
moteur delivre en permanence une puissan- 
ce de 2,2 kW, determiner le rendement du 




systeme. 



D Calculer le travail qu'il faut effectuer pour charger (depuis le sol) 15 colis de 50 kg 
sur la plate-forme arriere d'un camion situee a 1,3 m de haut. 

Reponse 

W = 9,565 kJ. 



CI Calcul er le travail d'un remorqueur qui tire un cargo sur une distance de 2,5 km. 
La tension du cable, supposee constante, est de 120 kN. 
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U Un remonte-pente de station de ski tire 1 200 skieurs par heure a la vitesse de 
120 m par minute. La masse moyenne de chaque skieur est de 70 kg, la longueur de 
la pente est de 1 800 m et sa denivellation de 600 m (pente de 33 %). Determiner 
la puissance moyenne du moteur necessaire au transport des skieurs si le rendement 
de l'installation est de 0,7 et si Ton admet une surcharge de 200 %. 

Riponse 

P= 1110 kW. 



G Un bateau se deplace a la vitesse de 15 noeuds (1 noeud = 0,5144 m.s" 1 ), sa tur- 
bine developpe une puissance de 5 500 cv. Calculer la resistance a l'avancement du 
bateau si le rendement de l'ensemble turbine + helice est suppose egal a 0,4. 

Reponse 

210 kN. 



Mm Un & p <4 di argement effectue le levage d'un wagon- 
net, le poids de l'ensemble est de 300 daN, la distance par- 
courue sur le rail est de 15 m, l'inclinaison du rail est de 70" 
par rapport a l'horizontale, la vitesse du wagonnet est de 
0,3 m.S -1 . a) Determiner l'energie depensee pour le leva- 
ge. b) Quelle est la puissance du moteur a adopter si le ren- 
dement de l'appareil est de 0,7 ? 

Reponse 

W = 42,3 kJ ; P = - 1,2 kW. 




Fig. 23 



D Le wagonnet ci-contre, d'une masse 
de 300 kg, arrive en fin de course sur un 
amortisseur a la vitesse V = 2 m.S" 1 . 
L'amortisseur est assimile a un ressort de 
raideur K, la course d'amortissement est 
de 100 mm. La pente du rail est de 10". 
Determiner la raideur du ressort et l'ef- 
fort exerce en fin de course. 




Fig. 24 



U Reprend re l'exercice 8 avec un wagon descendant une pente de 2 %, depart 
arrete sur une longueur de rail de 20 m. Le ressort de l'amortisseur a une raideur 
K - 10 000 kN.m -1 . Determiner la vitesse du wagon au moment du contact et la 
course de compression du ressort. 

Reponse 

v = 2,8 m.S" 1 ; course = 0,178 m. 



I— I Une automobile, de masse 1 000 kg, des- 
cend une pente de 10 %. La vitesse initiale du 
vehicule est de 90 km.h -1 , les freins sont action- 
nes et exercent un effort (resultant) de freinage 
constant de 2 500 N. a) Determiner la distance 
parcourue (x) avant arret, b) Quelle est la quanti- 
te d'energie dissipee par le freinage ? 

Reponse 

x 205 m ; W = 512,6 kJ. 




Fig. 25 
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Eh Un avion, masse 16 000 kg, atterrit sur un 
porte-avion. Le freinage est realise par un 
cable BAC suppose inextensible. Le cable est 
lie en B et C a des amortisseurs pneumatiques 
situes sous le pont et exerce un effort de ten- 
sion constant de 600 kN. Si L = 40 m en fin 
de mouvement (L = 0 au depart en H), deter- 
miner la vitesse d'apontage de l'appareil en H. 

Reponse 

174 km.h" 1 . 




U Reprendre l'exercice 11 avec une vitesse d'apontage de 200 km.h 1 . F,n deduire 
la distance L de freinage. 



□ AB = CD = l m ; AC = BD = 1,6 m. 

Le poids P 1 du solide 1 est de 3 000 daN, les 
poids des barres AB et CD sont negliges, (0) 
est un bati fixe et les liaisons en A, B, C et D 
sont des liaisons pivots. Le solide 1 est lache, 
sans vitesse initiale, en position horizontale 
(6 = 0). a) Determiner la vitesse du solide 1 
lorsque AB est verticale. b) En deduire la 
valeur des actions exercees en A et C. 




Fig. 27 



^ Reprendre. l'exercice 13 ; le solide 1 est remplace par un tronc d'arbre destine a 
servir de belier dans un film historique et les barres par des cables (AB = CD = 5 m). 
Quelle doit etre l a valeur initiale de Tangle 8 de facon a avoir une vitesse d'impact de 
5 m.S" 1 en position verticale ? 

Reponse 



6=41,8°. 



[_) Un volant cfc presse a forger, de masse 400 kg, a un rayon de gyration de 
600 mm. Chaque operation d'emboutissage exige un travail de 12 000 joules fourni 
par le volant, a) La vitesse initiale du volant est de 300 tr.milT 1 , determiner la vites- 
se finale apres amboutissage. b) Si un moteur exerce un couple constant de 30 Nm 
pour relancer le volant, quel nombre de tours celui-ci doit-il effectuer pour retrouver 
une vitesse de 300 tr.min" 1 ? 

Reponse 

273,5 tr.min- 1 ; 63,7 tours. 



Q Une balle de 20 grammes est tiree a travers 
plusieurs planches de bois empilees. L'epaisseur 
de l'empilage est de 200 mm, la vitesse d'arrivee 
de la balle est de 700 m.S" 1 , la vitesse de sortie de 
350 m.S" 1 . Determiner la resistance a la penetra- 
tion exercee par les planches sur la balle si celle-ci 
est supposee constante. 

R&ponse 

18 375 N. 



700 m.s 




Fig. 28 
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EB Le verin de levage propose travaille uniquement en 
tirant. Le cote fond est relie a 1' atmosphere, 1' ensemble 
descend sous l'effet de la charge a la vitesse constante 
de 0,3 m.s -1 . L' alimentation est effectuee par une 
pompe hydraulique a debit fixe avec regulation a la des- 
cente. L' arret de la charge, en fin de course de sortie de 
tige, est obtenue par une valve de deceleration tra- 
vaillant sur la course L = 20 mm. Le diametre de la tige 
est de 40 mm, le diametre de l'alesage de 60 mm. 
Determiner 1' effort F de deceleration si celui-ci est sup- 
pose constant sur la course L. En deduire la pression 
interne maximale dans le verin. 

Reponse 




F = 



N ; 235 bars. 



(0,3 m.s 



Fig. 29 



3 000 daN 



Q Reprend re l'exercice 17 avec le 
dispositif propose : course d'amortisse- 
ment L = 40 mm ; diametre de tige 
140 mm ; diametre d'alesage 200 mm. 
Le balancier, articule en A (pivot) sur le 
bati, sera assimile a un parallelepipede 
de dimensions 4 x 0,7 x 0,7 m 




balancier 



5 000 daN 



Fig. 30 



Q Une benne 2 est articulee en B sur le 
chassis 1 d'un camion. L' effort de levage est 
fourni par un verin hydraulique 3 + 4 
(3 = corps ; 4 = tige) articule en A sur 2 et 
en C sur 1. ^(10 000 daN) schematise le 
poids de la benne et des materiaux qui y sont 
contenus. a) Determiner l'energie necessai- 
re au levage si a varie entre 0" et 45" et si P 2 
reste constant (rendement = 0,8). b) Si la 
tige 4 sort du corps 3 a la vitesse constante 
de 5 cm.s" 1 , etablir la courbe des puissances 
instantanees, en fonction de 6, au cours 
du levage (rendement = 0,8). 



Ul Pour le frein a sabot propose sous 
forme schematique, la vitesse initiale du 
tambour est de 200 tr.mirr 1 . La masse 
du tambour et du dispositif en rotation 
est de 1 000 kg, le rayon de gyration 
corresgondant est de 400 mm. Quel 
effort F faut-il exercer si Ton souhaite 
arreter le dispositif en 50 tours (frotte- 
ment sabot/tambour : / = /x = 0,3). 

Reponse 



F = 443 N. 



600 ^ 


mil 








Fig. 31 










V////////////////// 


1 210 


'//, 



Fig. 32 
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Q Reprendre l'exercice 19 avec deux sabots identiques disposes symetriquement et / = y 
= 0,25. Determiner F et la puissance de freinage au debut du mouvement a 400 tr.mirf 1 , 



Une roue dentee A (masse 4 kg, rayon de 
gyration 120 mm, rayon primitif r A = 150 mm) 
transmet son mouvement a une roue B (masse 
12 kg, rayon de gyration 300 mm, rayon primitif 
r B = 375 mm). L'ensemble est a T arret lorsqu'un 
couple C A = 10 Nm est applique a la roue A. Les 
frottements sont negliges, a) Que l nombre de 
tours fait la roue A avant qu'elle n'atteigne la Vites- 
se de 900 tr.min" 1 . b) Calculer l'effort tangentiel 
F T exerce entre les deux roues. 

R&ponse 

16,3 touis ; F T =50N. 




Fig. 33 



Q Un panneau de porte de garage 
coulisse en A (glissiere horizontale) et 
en B (glissiere verticale) sous Taction de 
la charge F appliquee au milieu du pan- 
neau. P* schematise le poids du pan- 
neau. En appliquant le principe des tra- 
vaux virtuels, determiner l a valeur de F 
(to uj ours horizontale) en fonction de P 
si la porte est supposee en equilibre. 




Fig. 34 



Q Une barre AB est en equilibre sur 
deux plans inclines perpendiculaires 
entre eux. Les frottements en A et B 
sont negliges. P schematise le poids de 
la barre. En appliquant le principe des 
travaux virtuels, determiner l a valeur de 
Tangle 6 entrainant Tequilibre. 

Riponse 



0 = 16.3". 



Fig. 35 




Q Un tire-bo uchon est realise a partir d'un systeme de barres articulees (pivots) entre 
elles et d'une tige filetee articulee en D sur les barres. F Schematise Taction de Toperateur, 
B (non representee) celle de la bouteille et T celle du bouchon sur la tige. En utilisant le 
principe des travaux virtuels, determiner l a valeur de J en fonction de F 

Riponse 

T = 3F. 



bouteille 



Fig. 36 
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QUANTITE 
DEMOUVEMENT- 

CHOCS 



Objectifs 

■ Definir les notions de quantite de mouvement, d'impulsion et de 
moment cinetique. 

■ Developper les theoremes relatifs it la quantite de mouvement, 
au moment cinetique ainsi que les theoremes de conservation. 

■ Donner des notions sur les chocs. 



Dans le chapitre « energetique », les relations sont obtenues par integration du principe 
fondamental de la dynamique a partir des deplacements (x, 8, etc.). Pour ces cas, un 
changement de vitesse se traduit par une variation d'energie. 

Les equations de ce chapitre sont etablies par integration du principe fondamental par 
rapport au temps t. Les theoremes obtenus sont particulierement utiles a la resolution 
des problemes faisant intervenir des efforts agissant pendant des intervalles de temps 
assez courts. Dans ce chapitre, nous nous Umiterons a des problemes plans. 



I - Quantite de mouvement (p)et impulsion (I) 

Considerons un point materiel de masse m ou un solide de masse m et de centre de gra- 
vite G. V G est la vitesse du centre de gravite ou celle du point materiel a un instant choi- 
si. E F est la resultante des actions exterieures agissant sur le sohde. 



1. Definition 

On appelle quantite de mouvement p\e pro- 
duit de la masse m du solide par la vitesse V G 
du centre de gravite G. 



P - m V c 



p en kg.m.s" 1 ou N.s 
V G en m.s -1 
m en kg 




Fig. 1 



ClNtTlQUE 

2. Theoreme de la quantite de mouvement 



D'apres le principe fondamental de la dynamique et si la masse du solide reste constan- 
te au cours du temps : 



!F ext =ma G = m 



— — i 

Enonce : la resultante des forces exterieures agissant sur le solide (Z F ext ) est egale a 
la derivee par rapport au temps de la quantite de mouvement. 









— » 



3. Impulsion/ 



Definition : l'impulsion Jcjojinee a un solide pendant un intervalle de temps [t lf t 2 ] 
est egale a la variation de la quantite de mouvement entre ces deux instants. 



Jt! 



l y2 en N.s ou kgm.s" 1 



G 



mVr. 



G1 





Fig. 2 

Remarques : comme dans le cas de la statique, il sera necessaire de faire l'isolement 
du solide pour determiner les actions exterieures. 

Si l'energie cinetique et le travail sont des grandeurs scalaires, la quantite de mouvement 
et l'impulsion / sont des grandeurs vectorielles. 

Si la resultante Z F ext est constante au cours du temps, l'expression se simplifie : 



| t2 zC t dt = zC t | t2 dt = ZfJ t (t 2 -t 1 ) = zC t .At = J^ 



Exemple 

Au tennis, un joueur frappe une balle de 
60 grammes arrivant a 72 km.h" 1 , pen- 
dant 0,04 seconde, et la renvoie a 
108 km.h" 1 suivant un angle a 30". 
Le poids de la balle est neglige. 
Determinons la force moyenne F exer- 
cee par la raquette et l'impulsion don- 
nee a la balle. 

Resolution : V 1 = 20 m.s 1 ; V 2 = 0 , 

lj 2 =| t2 ?dt= P^dt = P. At = 0,04^=^-^4 

Projection sur x : 0,04 F x = 0,06 V 2 cos 30" + 0,06 V : 

= 0,06 x 30 cos 30" + 0,06 x 20 = 2,76 N.s 
d'ou : F = 69 N 




= 30 m.s- 1 
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Projection sur y : 0,04 F y = 0,06 V 2 sin 30" - 0 = 0,06 x 30 x sin 30°= 0,9 N.s 

d'ou : F v = 22,5 N ; a = 18" et F = 72,6 N. 
/ 1/2 = f. At = 72,6 x 0,04 = 2,9 N.s ; / 1/2 x = 2,76 N.s ; / 1/2 y = 0,9 N.s 



II - Moment cinetique L et impulsion angulaire H 

1. Moment cinetique d'un solide au centre de gravite G 



Le solide peut etre assimile § un 
ensemble de point materiel M de masse 
m,. Le moment cinetique de chaque 
point en G est : 

LJM) = o^(M) = GM Am i \T M _^ 
= [moment en G de m . V M ] 

Pour 1' ensemble du solide : 
L G = = X GM a rri; V M 



point materiel masse m, 



K M = V g + q>aGM 




Fig. 4 



En remplacant V M par sa valeur et en remarquant que X nij GM = 0 (par definition du 
centre de gravi-) : 

TT G = o£= S GM Am, (% + GM) ^ 

= I m t GM a \/q + E m,. GM a {et a GM ) = (f + X m,. GM a (a a GM ) 



L G = eg = X mj GM a (5 a GM ) = [JgJ ^ 



Dans l'espace, [J G ] est une matrice d'inertie (voir chapitre suivant « cinetique dans l'es- 
pace »). Dans le cas des mouvements plans (x, y), [J G ] est le moment d'inertie du solide 
par rapport a l'axe (G, z), perpendiculaire au plan du mouvement et (0= (Q ■ z. Pour ce 
cas, le moment cinetique en G peut s'ecrire sous la forme scalaire : 



2. Theoreme du moment cinetique (mouvements plans) 

Dans le cas d'un mouvement plan et si le moment d'inertie J G est constant, le moment 
resultant en G des forces exterieures a un solide isole s'ecrit (d'apres le principe fonda- 
mental) : 

ZM C (U = J c a = J c ^- = A-M = ^ 



Enonce : le moment resultant au centre de gravite G de toutes les forces exterieures 
agissant sur un solide isole est egal a la derivee du moment cinetique en G. 






d L G _d0- G _ d (j ^ 
dt dt dt G 
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3. Impulsion angulalre H 1/2 

Definition : l'impulsion angulaire H 1/2 , par rapport au centre de gravite G, de l'en- 
semble des forces exterieures agissant sur un solide isole pendant un intervalle de temps 
[t u t 2 ] est egale a la variation du moment cinetique en G. 



H 1/2 = P I M G {lC) dt = L G2 - L G i = J g (g>2- g>i) 



4. Moment cinetique en un point A quelconque 

Dans le cas d'un mouvement plan, le moment 
cinetique au point A s'obtient a partir dui 
moment cinetique en G par la relation : 



L A = L r + m V r . AM « J fi a) + mV r .d 




Fig. 5 

5. Solide en rotation autour d'un axe fixe (0) 

V G = (o . OG = coR ; I M 0 = J 0 a 
- (J G + mR 2 ) (0 = J 0 co 



L 0 = L G + m V G . R = J G co + m co R 2 



L 0 = J Q a> 




H u2 


= f 2 lMo(^)dt = Jo(<o 2 - 


-a>i) 









A -A 










01 

i 




Fig. 6 



Exemple 

L'engrenage etant initialement au repos, on 
applique un couple moteur M de 3 Nm a la 
roue A. Les frottements sont negliges. 



Roue 


A 


B 


Rayon primitif (r) 


80 mm 


240 


Masse (m) 


2 kg 


9 kg 


Rayon de gyration (r k ) 


60 mm 


200 




-Fig. 7 



Determiner le temps mis pour atteindre 500 tr.min 1 et la force tangentielle F T exercee 
entre les deux roues, si celle-ci est supposee constante. 

Resolution 

j a= m A r kA 2 = 2 x 0,06 2 = 0,00 72 m 2 kg 
j b = m B r 2 kB = 9 x 0,2 2 = 0,36 m 2 kg 
co A = 5Q ? n X 71 = 52,36 rad.s- 1 



30 



co B = co A x JL = 52,36 x = 17,45 rad.s- 1 
'b 2 40 
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a) Isolons la roue B 

B x et B v (action du palier B) passant par B ne 
fournissent aucun moment ou aucune impul- 
sion angulaire. Seule la force tangentielle F t 
fournit une impulsion pendant la duree : 
At = t 2 - et L B =J B 0) B 

H BV2 = ill E M b (Kt) dt = J B (<Q B2 - GJbj) 
= -F t . At. r B = -J B {co B2 - 0) 

J B (o B 2 0,36 x 17,45 9 , 17K!c 
F t At =— — = q^24 = 26,17 N,s 

b) Isolons la roue A 

L A = J A CO A ; A, et A, ne produisent aucune 
impulsion ; seules F t et le couple M produisent 
une impulsion. 

H A1/2 = \a M A GO & = J A {(0 A2 - o A1 ) 

= M At - F t . At . r A = J A (co A2 - 0) 
3 x At - 26,17 x 0,08 = 0,0072 x 52,36 
d'ou : At = 0,82 s 

e,F '- 2 <f# = 31 ' 8N 

Remarque : H A1/2 = 0,375 Nms et H B1/2 = 6,28 Nms 




Fig. 9 



III- Cas des ensembles de solides 

II faut considerer les actions exterieures a l'ensemble isole, meme demarche qu'en sta- 
tique. Les interefforts entre les solides de l'ensemble ne sont pas pris en compte (sont 
des efforts interieurs). 

zf^=fI + f^+f^+. . . 

2M 0 C) = M 0 (F ] > )+M 0 (F7) + ... 

1 p(3 = mj VGi(t 2 ) + m 2 Ve 2 (t 2 ) + . . . 

2 Wi) = m 1 V^) + m 2 ^(tj + . . . 

L G1 = JqjCOj ; L G2 = J G2 0*, ; etc. Fig. 10 

I L 0 (t) = (L G1 + m V G1 . dj^ + (L G2 + m V G2 . d 2 ) (t) + . . . 

W 2 = £ PUD - Z p£) = i£ dt 
H £1/2 = E L 0 (t 2 ) - 2 LottJ = J*£ M 0 C) dt 



Exemple : reprenons l'exemple de l'engrenage du paragraphe II 4. Appliquons le theo- 
reme du moment cinetique a l'ensemble des deux roues afin de determiner le temps At 
pour la montee en regime. 
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Remarque : lorsque les arbres d'une meme transmission toument a des vitesses differentes, 
il est necessaire de ramener les moments d'inertie de chacun des arbres (1, 2, 3, etc.) a celui 
de l'arbre d'entree a partir de la relation (co^ est la vitesse de l'arbre d'entree) : 





... u(tr 


H M = MAl = J T » (! = 







= 3 x At = J A o). 2 + J B = 0,0072 x 52,36 + 0,36 x = 2,47 

d'oii : At = 2,47 / 3 = 0,82 s 



IV ■ Conservation de la quantite de mouvement 



Theoreme : pour un solide isole (ou pour un ensemble), si la somme des impulsions 
fournies par les actions exterieures est nulle, il y a conservation de la quantite de mou- 
vement et du moment cinetique. Ces grandeurs restent constantes au cours du temps. 




l7="0 ou I m Vj(t 2 ) = Im vjtj) 




I H - 0 ou I L 0 (t 2 ) = I L„(t,) 



Exemple 1 



















* 









Fig. 11 

Dans une gare, un wagon A (50 tonnes, 6 km.h" 1 ) percute un wagon B (80 tonnes, 
3 km.h" 1 ) roulant dans le meme sens. Determinons la vitesse des deux wagons apres 
impact et attelage automatique, ainsi que les pertes energetiques engendrees. 

Resolution : dans cet exemple, les forces exterieures sur chaque wagon (poids et 
actions des rails sur les roues) s'equilibrent deux a deux pendant l'intervalle de temps 
considere. II y a conservation de la quantite de mouvement et si V est la vitesse com- 
mune des wagons apres impact : 
(m A + m B ) V = m A V A + m B V B 

m A V A + m B V B _ 5Q QQQx 6 + 80 000 X 3 _ a i c km u-i 
v - m A + m B 50000 + 80000 ^ 13Knin 

Pertes energetiques : E^tJ = V 2 ™a + % m B = 97 222 J 

E k (t 2 ) = % (m A + m,) V 2 = 86 378 J 



Pourcentage de pertes 



97 2 97 222 = °' 125 (12 ' 5%) 
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Exemple 2 

Une balle A, de masse 
m A , vitesse V A , percu- 
te une boule B, de 
masse m B , au repos 
(V B = 0). D6terminons 
la vitesse V de l'en- 
semble apres impact. 



boule B 


fil 




/^balle A 


Pm B l/ B =0 


Jf_ 



Fig. 12 



Resolution : des que la balle frappe la boule B, la tension du fil (T) devient nulle et le 
poids de la bille n'est plus equilibre par celle-ci. Cependant, le temps At etant tres court, 
rimpulsion PAt engendree par le poids est negligeable devant les autres termes. fly a 
conservation de la quantite de mouvement par approximation. 
On peut alors ecrire : m A V A -(m, + irij) V! 

Remarque : si la balle est tiree vers le bas (angle -a), il n'y a plus conservation de la 
quantite de mouvement. Si on peut admettre que PAt = 0, en revanche, il faut tenir 
compte de 1' impulsion TAt engendree par la tension du fil. 



V - Notions sur les chocs 



Les relations liees a la quantite de mouvement trouvent une application importante avec 
les chocs. 



1, Chocs suivant une direction commune 



flya conservation de la quantite de mouve- 
ment avant et apres choc. Autrement dit : 



m A V A + m B V B = m A V' A + m B V' B 



Au moment du choc, la zone de contact entre 
les deux solides se deforme et emmagasine de 
l'energie qui est ensuite restituee totalement 
ou partiellement. 

Le coefficient de restitution e caracterise cette 
propriete : 
_ vitesse relative de separation 



vitesse relative d'approche 
V-V A ' 



Solide A : e = 



Solide B : e = 



V A -V 
Vb-V 

v-v B 



en eliminant 
V entre 



les deux 
,— I relations 




Fig. 13 



e = 1 : le choc est parfaitement elastique (pertes = 0) ; 

e = 0 : le choc est parfaitement plastique (pertes maximales) ; 

0 < e < 1 : la plupart des chocs varient entre ces deux tendances. 



239 



CinEtique 



Remarques 

Les chocs sont en general accompagnes de pertes energetiques qui peuvent etre calcu- 
lees a partir de la variation d'energie cinetique avant et apres choc. Ces pertes se concre- 
tised sous forme d'echange de chaleur localisee a la partie deformee et sous forme 
d'energie sonore. 

Dans la mesure oil l'equation de conservation comprend deux inconnues (V A ' et V B '), la 
connaissance de e est necessaire pour resoudre les exercices. 

Exemple 



En genie civil, un marteau (1) 
de 600 kg est utilise pour 
enfoncer des piliers ou des 
pieux (2) dans le sol pour servir 
de fondations. 

Le marteau part de la position 
repos, tombe d'une hauteur de 
2,50 m sur un pieu de 
2 000 kg et rebondit sur une 
hauteur de 0,2 m (r = 0,2). 
Determinons la vitesse du mar- 
teau avant et apres impact, le 
coefficient de restitution e et 
les pertes energetiques au 
moment du choc. 




Fig. 14 

Resolution 

a) Vj est la vitesse du marteau juste avant impact et V[ la vitesse juste apres. II y a 
conservation de l'energie a la descente ou a la montee, d'ou : 

lml/, 2 = mghe t V,= JTgh = n/2x 9,81 x 2,5"= 7 ros" 1 ; 

|mV'f = mgr e t V/ = 42gr ="72 x 9,81 x 0,2 = 2 m-s" 1 . 



b) II y a conservation de la quantite de mouvement pour l'ensemble pieu plus marteau : 
m 2 V 2 +m 1 V 1 =m 2 V 2 + m x V[ 

2 000x0 + 600x 7 = 2 000 x V 2 - 600 x 2 d'ou: 1^=2,7 m.s" 1 

c) Coefficient de restitution 

r _ V 2 '-V/ 1 ' _ 2,7-(-2) _4,7_ 
e ~ V,-V 2 7=6 7 

d) Pertes energetiques 

7 1 = m 1 ^ = mgh = 600x 9,81 x 2,5 = 14 715 J, 

I/' 2 l/' 2 o 2 on 2 

T 2 = m, Y + m 2 600x ^- + 2 OOOx 8 490 J 
tauxde pertes : ^ = 14715^8490 = ^ (423%) 
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2. Chocs suivant une direction oblique 




^An = " Va sin a A 
V At = V A cos a A 
V Bn - v b sin a B 
V B( = V B cos a B 



Fig. 15 

Equations disponibles 

Conservation de la quantite de mouvement : 

m A V An + m B V Bn = m A V\ n + m B V B ,y A( ifl= m A V At ; m B V Bt . m B V' Bt 

V 

Coefficient de restitution : e =- 



V' Bn -V' An 



Exemple 

Une bille de 100 grammes est projetee sur 
un plan fixe a la vitesse de 10 m.s -1 suivant 
un angle d' incidence de 30". 
Si le coefficient de restitution est de 0,4, 
determinons V\ et a. 




Fig. 16 



Resolution 

0-V\„ - V\ sin ct 



e = 



- d'ou V\ n = V\sin d = 0,4x5 = 2m.s" 1 



V lB -0 -10 sin 30° 
Conservation : m l Vj , = m j V j , d'ou V" lt = V 1( = 10 cos 30" = 8,66 nxs" 1 
V\ = 7 V" 2 „ + U' 2 1( = n/8,66 2 + 2 2 = Saras' 1 ; a" =arctanfg|^l = 13° 



EXERCICES A RESOUDRE 



D Au cours d'un match de hockey, un 
palet de 200 grammes arrivant a la Vites- 
se de 10 m.s -1 est frappe par la crosse 
d'un joueur pendant 0,05 seconde et 
envoye en sens inverse a 20 m.s -1 avec 
un angle d' incidence de 18". Determiner 
1' effort F exerce par la crosse si celui-ci 
est suppose constant. 

RSponse 



io m.s 




F X = -116N;F =-24.7N;6»,= 12" 



Fig. 17 
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d Reprend re l'exercice 1 avec une 
batte de base-ball de 115 grammes et 
une duree d'impact de 0,02 secondes. 




Fig. 18 



Q Un camion de 14 tonnes roulant a 
120 km.h -1 freine brutalement. Si on 
se place a la limite de 1' adherence et 
du glissement entre pneus et sol 
(f = fx= 0,5), determiner le temps de 
freinage, jusqu'a 1' arret, si l'effort de 
freinage est suppose constant. 



G terminer les actions (F et C) que 
doit exercer la main pour maintenir 
1'arme si la balle (30 g) reste dans le 
canon pendant 0,05 seconde et sort a 
600 m.s -1 . On suppose l'effort de recul 
constant. 

Reponse 

F = 360 N ; C = -18 Nm. 



Q Une automobile de masse 
m = 1 500 kg descend une pente de 
10 % a 90 km.h -1 puis freine en urgen- 
ce. L'effort de freinage (F), suppose 
constant, est egal a 300 daN. 
Determiner le temps du freinage (At). 



Reponse 




Fig. 19 




Fig. 21 



Q Pendant le toumage d'une scene de film d' action, une automobile (2 000 kg) part 
d'un quai en A, prend la vitesse, saute en B a partir d'une rampe inclinee (a = 10°) 
a la vitesse de 72 km.h" 1 , se recupere en C sur une barge de 400 tonnes au repos, 
puis stoppe entre C et D. Determiner l a vitesse de la barge juste apres 1' arret du vehi- 
cule en D. On negligera les effets de la resistance de l'eau. 

Reponse 

98 mm.s- 1 . 




Fig. 22 
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Q Un volant d'inertie de 100 kg et de 

rayon de gyration r k = 0,5 m, initiale- 
ment au repos est soumis au couple 
moteur M = 20 (1 - e~') Nm, fonction 
du temps t. Determiner la vitesse du 
volant apres quatre secondes. 

Reponse 

0) = 2,55 rad.s" 1 



Fig. 23 




0 Reprendre I'exercice 7 avec un volant de 60 kg, un couple moteur 
M = 10 (1 - e-°' 5 ') Nm et 3 secondes. 



Q Un engrenage, initialement au repos, demarre sous le couple moteur M = 6 Nm 
applique a la roue A. Determiner l e temps mis (At) pour que la roue A atteigne la 
vitesse de 600 tr.mirv 1 et la force tangentielle F t exercee entre les deux roues. 

Reponse 

F, = 46,2 N ;At =0,871 s. 

roue B 



roue/4 




Fig. 24 



Roues 


A 


B 


Rayon primitif (r) | 100 
Masse (m) 3 
Rayon de gyration (r fc ) 80 


250 mm 
10 kg 
200 mm 



Q Reprendre I'exercice 9. L'engrenage demarre sous charge avec un couple resis- 
tant M B = 100 Nm (constant) exerce sur la roue B. Si la duree de demarrage doit etre 
de une seconde, determiner l e couple moteur M necessaire et la valeur de l'effort tan- 
gentiel F t (M et F t sont supposes constants). 



Q Un tambour d'appareil de levage, 
de masse 300 kg, de diametre d'en- 
roulement du cable 0,8 m et de rayon 
de gyration de 0,5 m effectue le levage 
d'une charge de 100 kg a la vitesse de 
120 tr.min- 1 . 

Des que le moteur est coupe, le dispo- 
sitif fonctionne encore pendant la 
duree At avant de s'irnmobiliser. 
Determiner At. 

Reponse 

At = 2.91 secondes. 



tambour 




Fig. 25 
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Dans une gare de triage, 



un wagon 



A de 50 tonnes roulant a 7,2 km.h -1 per- 7,2 km.h 

cute un wagon B de 70 tonnes roulant a 
2,7 km.h" 1 dans le meme sens. 
Determiner la vitesse commune des deux 
wagons apres impact et attelage automa- 
tique ainsi que les pertes energetiques. Rg 26 



,-1 



2,7 km.h 




09 Rewendre Pexercice 12 avec trois wagons : A (5 km.h \ 60 tonnes) ; 

B (3 km.h" 1 , 80 tonnes) et C (3 km.h" 1 , 60 tonnes) roulant dans le meme sens. 
Reponse 



V= 3,6 km.h" 1 ; pertes de 6 1 



O Suite a un refus de priorite, un 
vehicule B (1 000 kg, 36 km.h" 1 ) per- 
cute un vehicule A (1 500 kg, 
54 km.h" 1 ) dans une direction perpen- 
diculaire. Determiner la vitesse et la 
direction prises par les deux automo- 
biles, apres choc, si Ton suppose 
celles-ci parfaitement encastrees l'une 
dans P autre. 



1/„(54 km.h- 1 ) 




automobile A 
(1 500 kg) 



Fig. 27 



automobile B 
(1 000 kg) 







'm 














C 



(36 km.h" 1 ) 



O Dans un champ de tir, une balle B 
(60 grammes, 600 m.s" 1 ) percute une 
caisse A remplie de sable (5 kg, 
12 m.s" 1 ) passant dans une direction a 
30". Determiner la vitesse et la direc- 
tion de Pensemble apres impact. 

Reponse 

V x = 8,56 m s" 1 ; V„ = 12,06 m.s" 1 ; 0 X = 54.6. 




^(600 m s" 1 ) HI baNee 



Fig. 28 



O Afin de tester la resistance aux 
chocs des chaines ou des cables, on uti- 
lise un bloc de 25 kg lache sans vitesse 
initiale sur une hauteur de 2 m. On sup- 
pose qu'il n'y a pas de rebond. 
Determiner la force d'impulsion que 
doit exercer le cable pour stopper la 
charge. 



sol 333: 

Fig. 29 



bati 



masse 
25 kg 

cable 
ou chaTne 



L_l Lorsque la poutre AB supporte la 
charge P posee au repos, la deforma- 
tion correspondante est y = y,. 
Determiner y lorsque le bloc P est lache 
sans vitesse initiale de la hauteur h. 

Reponse 



charge P 



'deformee/ 



Fig. 30 
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L_J Pour des essais balistiques, dont 
l'objectif est de determiner la vitesse 
des balles, on utilise un pendule simple 
constitue d'une caisse de masse 
M = 25 kg (remplie de sable) suspen- 
due a une corde fine. 
La balle, de masse m = 50 g, est tiree 
horizontalement et perpendiculaire- 
ment a la caisse initialement au repos. 
Si le pendule est incline de 14" apres 
impact, determiner la vitesse d'arrivee 
de la balle et les pertes d'energie syste- 
matiques du dispositif. 

Reponse 

V.%» v /T.605m.s-': 99.8%. 




Q Une charge suspendue a un cable 
AB vertical est translatee a la vitesse 
V = 1 m.S" 1 par un palan guide sur un 
rail immobile. Si le palan stoppe ins- 
tantanement, determiner la position 
finale de la charge et la valeur de 
Tangle $ entre le cable et la verticale. 



Fig. 32 




Q Les balles de tennis sont rejetees 
lorsque, lachees a hauteur d'epaule 
sans vitesse initiale, elles ne rebondis- 
sent plus suffisamment. 
Une balle prise au hasard, lachee de 
1,5 m, passe juste le test en rebondis- 
sant aim. 

Determiner le coefficient de restitution 



e et le pourcentage d'energie perdue 
pendant 1' impact. 

Reponse 

= 0,816 ; 33,3%. 




Fig. 33 
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Q Pour tester la qualite des billes de 
roulements en acier, on utilise un syste- 
me de tri par rebond. Les billes sont 
lachees, les unes derrieres les autres, 
d'une hauteur h = 1 m, sans vitesse ini- 
tiale, sur un plan fixe incline de 10". 
Si les billes ont un coefficient de resti- 
tution e inferieur a 0,7, elles ne fran- 
chissent pas la barriere A apres rebond 
et sont rejetees. 

Determiner la position de la barriere A 
(h' et x) de facon a satisfaire ces exi- 
gences. 

Reponse 

h'=0,421m;x = 0,377 m. 




Fig. 34 



ffli Deux boules de billard identiques 
(meme masse, etc.), l'une au repos, 
1' autre lancee a la vitesse de 1 m.s -1 se 
percutent dans un plan horizontal 
comme l'indique la figure. 
Si le coefficient de restitution e est egal 
a 0,6, determiner les directions des 
boules apres choc et les pertes energe- 
tiques. 

Reponse 

V' A X =0,475 m.s" 1 ;V;y = - 0,231 ; 
V'jc = 0,6 ;V^y = 0,346 ; 24%. 




Fig. 35 



O Reprend re l'exercice 22 avec 
e = 0,7 et la configuration et les 
vitesses indiquees par la figure. 




y fl (1,5m.s- 1 ) 



Fig. 36 
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CINETIQUE 
DANS L'ESPACE 

Objectifs 

■ Definir dans l'espace les notions de quantite de mouvement, de 
moment cinetique, d'energie cinetique et enoncer les theoremes 
correspondants. 

■ Donner des elements concernant le calcul des matrices d'inertie. 

■ Enoncer le principe fondamental de la dynamique et developper 
les principals applications : equations d'Euler, rotation autour 
d'un point, rotation d'axe, problemes d'equilibrage et mouvement 
gyroscopique. 



Les notions developpees dans ce chapitre generalisent au domaine de l'espace celles 
abordees dans les trois chapitres precedents : principe fondamental, energetique et 
quantite de mouvement. Le chapitre reprend egalement les connaissances acquises en 
statique dans l'espace et cinematique dans l'espace. 

Le passage du plan a l'espace amene un doublement des equations, des parametres 
necessaires et des inconnues a determiner au moment des resolutions d'exerices. De 
plus, l'introduction d'une notion nouvelle, celle de matrice d'inertie, est indispensable. 



I -Systemeh masse conservative 

Un systeme materiel E (solide, fluide, etc.) est dit a masse conservative si celle-ci reste 
constante au cours du temps. A la fois pour E et pour n'importe quel sous-systeme ou 
partie de E : 

Remarque : tous les theoremes et relations abordes par la suite supposent des systemes 
a masse conservative. 

masse de £ a t = masse de £ a t x = masse de £ a t 2 



Exemple : une fusee n'est pas un systeme a masse conservative. Au fur et a mesure du 
vol sa masse diminue du fait de la combustion du carburant. 
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II • Quantite de mouvement (p) 



R 0 (repere dereference) 

*o. 




Fig. 1 

Le repere R (G, x, y, z) est lie au solide (1) en mouvement par rapport au repere de refe- 
rence R 0 (0, x 0 , y„ z 0 ). G est le centre de gravite du solide et CU 1/0 sa vitesse angulaire. 
PI; ou dm est la masse du point materiel M appartenant au solide 
m = X (S) m j = J s dm = masse du solide 

La quantite de mouvement du solide (1) par rapport a R Q ou 0 est : 
w J(s) 



dOM 



(s) 



dt 



J(s) 
dm = 



dt 



(s) 



OMdm 



dt 



dt 



= mV G 



En remarquant que l s OM dm = m OG par definition du centre de gravite : 



Pi/o ~ k Vm/o dm = mV ( 



Gl/0 



1 1 1 - M oment cinetique - Torseur cinetique - 
Theoreme 

1. Moment cinetique au centre de gravite G 

Definition 

Le moment cinetique du solide 1 est egal au moment resultant en G de toutes les quan- 

tites de mouvement m ( V m/0 ou V Ml/0 dm de l'ensemble des points materiels M consti- 
tuant le solide. 



L Gl/0 = <*Gl/0 = S (S) GM A m i 


V M1/ o = j GM a 


V M i/o dm 






k. z 












/ y 


R 0 ou 0 — v ^ I 


^l^M-X — 

- — V 

xi 


N / - ^ y 











Fig. 2 
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19. Cinetique dans l'espace 



Relation fondamentale : 

En remplacant V m/0 = V Gl/0 + (O^ 0 A GM et en remarquant que j GM dm = 0 (par defi- 
nition du centre de gravite), le moment cinetique s'exprime par : 

L G1/0 '= <%^o = / GM a (o)^, a GM) dm = [J G ][« 1/0 ] 
[J G ] est la matrice d'inertie du solide en G (voir paragraphe III) 



2. Cas d'un solide ayant un point fixe A 



Si A est un noint fie du solide dans le 
repere de referen ce R 0 , alors V A y 0 = 0. 

Vm = ^ A AM = A AM 

La relation obtenue est analogue a celle 

du paragraphe 1. 







1 

\ y 


















— ► 




\«1/0 





Fig. 3 



i-«A) - Gwo = MM a V M1/0 dm = I AM a (fl^ a AM) dm = [J A ][co l/0 ] 



[JJ est la matrice d'inertie du solide en A (voir paragraphe III). 



3. Moment cinetique au point 0 

Le point O peut etre 1'or ig ine d u repe re de reference ou n'importe quel point fie de ce 
repere (V ol/0 = 0) ; OM = 0"G"+ GM. 

°bi/o = 

J OM a V m/0 dm = ]OMA (V G1/0 + co 1/0 a GM) dm 
= j OG a V^dm + \ OG a (a 'a GM) dm + J GM a v£ dm + j GM a (gTa GM^dm 



= OG a m V„ + 0 + 0 + a 



Gl/0 



°bi/o = °bi/o + OG a m V fi1 /n = L, 



Gl/0 



-oi/o 



Remarque : la relation est une relation de moment de torseur. 
Exemple 

Un disque plat (1), de masse 1 kg, de 
rayon R = 0,15 m, est monte sur un 
arbre horizontal d'axe x 0 , avec une incli- 
naison a = 20" par rapport au plan de 
rotation. 

Si (Oj/o = 32 rad.S" 1 , determinons a Gl/0 
et Tangle 0 entre ft) 1/0 et C7 G1/0 . 

Fig. 4 
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Resolution 

mR 2 



Jxx — ■ 



(Vg]xj* = 



, u w — "ZZ • 



m/? 2 



0 0 



mR 2 



0 0 



mfi 2 



; [®i/oU = 



<»COS a 
- to sin a 
0 



Sachant que : i = cos a i 0 + sin a j 0 et 
7= - sin al 0 + cos a Jo- en remplacant j et j dans a G1/0 , 
on obtient l'ecriture du vecteur par rapport aux axes (x 0 , y„ z 0 ) 




Oqvo = m ^ 2fi) [(2 cos 2 a + sin 2 a)T 0 + sin a cos a%] 

[(2 cos 2 20 + sin 2 20) T 0 + sin 20 COS 20 7d 



4 

Ix0,15 2 x32 



o^= 0,339 f 0 + 0,058 j 0 

Angle*: C os ^ =°-^^ = 0,985 et 0 = 9,8° 

Remarques i en g enera l et H o n'o nt pas la meme direction. 
= + OG a m V G1/0 = o^ + OG a 0 = 



4.Torseurcinetique 



En prenant pour resultante cinetique la quantite de mouvement p 1/0 = m V G1/0 et comme 
moment le moment cinetique ~a ou L, 1' ensemble des deux grandeurs a les proprietes 
d'un torseur appele torseur cinetique. Notation : 







> avec 




v m V G = a G + BG a m V G 


' ■ - 


Si 0,81/0 , 




■ 





Remarque : le torseur a les memes proprietes generates que les autres torseurs (trans- 
port, equiprojectivite, etc.). 

Dans le cas d'un ensemble de solides E = S 1 + S 2 + . . . + S n 



5. Theoreme de la quantite de mouvement 
et du moment cinetique 

Le theoreme a deja ete aborde dans le chapitre precedent « quantite de mouvement ». 
Se reporter a ce chapitre pour des details et pour les cas simples : translation, rotation 
d'axe et mouvement plan. 
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19. Cinetique dans l'espace 

Enonce 



torseur cinetique 
initial (instant t-,) 


impulsions lineaires 
et impulsions angulaires 




torseur cinetique 
final (instant y 




















+ r j 


= ( 






^'&~~~~~t 

J f , 2 M . df 







: ig. e 



IV - Matrice ou tenseur d'inertie [J] 

l.Definition 

(AM ou GM) = x f + y f + z /c 

(x, y, z) sont les coordonnees du point 
M dans le repere R (A ou G, x, y, z) lie 
au solide. 

-> T» T» 7* , 

ft) = <O x I + G) y j + 0) z K est la Vitesse angu- 

laire du solide ecrite dans le meme 

repere R. I 

Fig. 7 

Le calcul des doubles produits vectoriels, 
sous le signe somme, des deux formules J GM A (ft) A GM) dm et J AM a (<y a AM) dm 
des paragraphes II 1 et II 2 donne : 

= (c> x J xx - <» y J xy ™ fi) z J J T + (- Q) x J xy + fi) y J yy - w z J yz ) 7+ (- <y x J xz - <y y J yz + ro 2 JJ £ 



avec : 



J xx = 1 (y 2 + Z 2 ) dm 


J w = J (x 2 + z 2 ) dm 


4 = J (X 2 + y 2 ) dm 


4 = 1 xy dm 

4* = ^yx 


J X2 =\ xz&m 

J X 2 = <4x 


J yz = J yz dm 



J J uu et J sont les moments d'inertie du solide par rapport aux axes x, y, z et J , J 
et J xz sont les produit d'inertie. Les axes etant lies au solide, ces grandeurs sont inva- 
riables au cours du temps. 




2. Forme matricielle 

La forme matricielle est plus facile a manipuler que la forme vectorielle et le moment 
cinetique en A ou G s'ecrit : 
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[<t] = [L] = 



a x 
o 2 



*^XX d X y cjyz 
' *J x y Jyy t/yz 

— J X , — Ju, J„ 



(Ox 

(0, 



-[«/][«] 



Regie de calcul : toujours exprimer dans le meme repere, ou la meme base, la 
matrice d'inertie [J] et le vecteur en produit avec elle (co^q ou autre). 



3. Proprietes de la matrice d'inertie 

La matrice est symetrique et les moments d'inertie par rapport aux axes x, y, z appa- 
raissent suivant la diagonale. Si on change 1' orientation des axes lies au solide, les 
moments et produits d'inertie changent egalement. 

Pour une meme origine (A, 0, etc.), il existe toujours un et un seul systeme d'axes X, Y, 
Z, appeles axes principaux d'inertie, pour lesquels la matrice est diagonale : 

(J XY = J xz = J YZ = 0). 

Remarques : les proprietes, les modes de calcul et les cas particuliers lies aux syme- 
tries sont developpes dans le chapitre " moments d'inertie " en fin d'ouvrage. 



V- Energie cinetiqueE^ ou T - Theoreme 

L'energie cinetique a deja ete abordee dans le chapitre « energetique ». Se reporter a ce 
chapitre pour des details et pour les cas simples : translation, rotation d'axe et mouve- 
ment plan. 



1. Definiion 1 



L'energie cinetique d'un solide (1) en mouveme nt par rap port a u repere de reference (0) 
est egale a la somme des energies cinetiques m V m/0 2 ou V m/0 2 dm de 1' ensemble des 
points materiels M constituant le solide. 



Ekl/0 — Ti/o - 


oZhiVmi/o =o v mi/o dm 
2 h 2 Js 




En remplacant V m/0 = V G1/0 + 


co 1/V a GM dans la definition, on obtient apres calcul : 


1 — * 2 1 > > 
E kU0 = T vo = — m \Z G i/o +2 <B VD X a GV0 

-1 > 2 1 ^ 

= ^ m Vgvo + -| ®i/o [Jo] [g>vo] 


En remplacant [J G ] et [(o l/0 ], la relation devient : 


1 — * 2 1 
£fc vo = 7i/o = ~2 m i/o +2 


«/« ml + J m a>l + J„ af - 2J xv (o x (o u - ZJ^a, - ZJ^o)^ 
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ly. Cinetique dans 1 espace 



2. Definition 2 



L'energie cinetique peut aussi etre exprimee par le produit du torseur cinematique {V 1/0 } 
par le torseur cinetique {C 1/0 } du solide en n'importe quel point / choisi pour le calcul. 





mV G1/0 1 




Oh^ J 



en 



2 H/ci/o — 2 7i/o — |i> i/o } ■ {Ci/o} — < 
developpant : 2 £ fcl/0 = 2 T 1/0 = ft^ 0 . d^ 0 + m V G1/0 . V n/0 



Remarques : si / est confondu avec G, on retrouve la premiere formule. Si / est confon- 
du avec A , point fie du solide dans le repere de reference /? 0 , on obtient : 




3. C as d'un ensemble de sol ides £ = S 1 +S 2 + . . . +S„ 



Te/o - Tsvo + T S 2/o + • • • + T Sn/0 



4. Theoreme de l'energie cinetique 



Le theoreme est aborde dans le chapitre "energetique", se reporter a ce chapitre pour 
les details. 

Enonce : pour un solide isole, le travail des forces exterieures, pendant un intervalle de 
temps [t v t 2 ], est egal a la variation de l'energie cinetique durant le meme intervalle. 
Autrement dit, la derivee par rapport au temps de l'energie cinetique est egale a la puis- 
sance des efforts exterieurs. 



ou 




5. Exemple 





«>1/0 



Fig. 8 
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Un vilebrequin (1), de masse 20 kg, de rayon de gyration r k = 0,06 m, tourne a la Vites- 
se de 5 000 tr.min" 1 . Determinons son energie cinetique. Quel travail faut-il fournir pour 
passer de 0 a 2 500 tr.min -1 et de 2 500 a 5 000 tr.min- 1 ? 

Resolution 

a) Le centre de gravite G est situe sur l'axe de rotation et est un point fixe dans le repe- 
re de reference (x„ y,„ z 0 ) lie au bati. 



COyo = (Oi/o .'I = fflyo . "l 0 avec (Oi/a = 



500071 
30 



= 52,3 6rad.s~ 



Jxx 




ol 


OJ\/o 






0 


0 


0 


0 




0 



Hkvo = Ti/o = — co 1/0 ■ cTqi/o = 2 0)1/0 '° 



(x, y) etant plan de symetrie du vilebrequin, J xz = J yz = 0 
I/O = T]/o = J xx CO\ /0 = ^ TnT* tO{/o 

= | x 20 x 0,06 2 x 523,6 2 = 9 870 J 



b) Utilisons le theoreme de l'energie cinetique. 



entre 0 et 2 500 tr.min 1 : A W = ^ [ 30 J " 0 
entre2 500et 5 000tr.min 1 : AW = 9 870- 2 467 = 7 403 J 



= 2 487 J 



VI • Principe fondamental de la dynamique 

Le principe fondamental a deja ete aborde dans le chapitre de me me nom. Se reporter 
a ce chapitre pour les enonces des l re et 3 e lois, le principe de d'Alembert et les cas les 
plus simples : translation rectiligne, rotation plane et mouvement plan. 



1. Enonce - Equations de mouvement 



3) 




5& M i 


dcr fi 


4 n\T G 


1 .j^^lPliS 


->/ ma G 


f / 

V; 


- : . 




/ ' \/ 

/ 1 V 

u-— 




A 

1 * / 


' , \ 

,1 


0 h 


/v 










Tf 2 










dt 



Fig. 9 
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19. Cinetique dans l'espace 





dp 

i dt , 




I M G (FJ = M G (Fi) + ... + M G (F n ) + M x + ... + M„ = 


d o£ 

< dt j 





Equation alternative avec 0, point fixe du repere de reference : 




a G est l'acceleration du centre de gravite G ; F v F 2 , ■ • ., F n sont les forces exterieures 
agissant sur le solide isole et M v M 2 , . . . , M n les couples purs ; (d /dt) est la derivee 
par rapport au temps du moment cinetique en G. 



( d d?)=W 


r dft? 




L dt J 



Cette relation est obtenue avec la formule de derivation dans deux reperes differents 
(voir chapitre « cinematique dans l'espace ») : 

+ (O x ^/ xom l 0 A (Jg = 4:{[Jc] [®]) + Oa 

z V-1C 



'do? 1 


(¥1 







2. Cas 1 : solide en translation dans l'espace 



11 n'y a pas^le rotation du solide, 
~G) = COyQ = 0. Les axes du repere 
de reference R 0 et du repere R lie 
au solide sont constamment paral- 
lels entre eux. Le principe fonda- 
mental se reduit a : 


1 / 


z//Zo 


R \ 

1 . 


L ^ \ / G / y//y ° 

/o y 0 \/ / 


2 F ext = f i + f 2 + • • • + f „ = m<4 


*0 X //Xq 




Fig. 10 



L' application donne trois equations de projection scalaire. 



3. Cas 2 : solide en rotation autour du centre de gravite G 

Supposons que les axes (x, y, z) lies au solide sont aussi axes principaux d'inertie. Le 
moment cinetique en G s'ecrit : a G = J x 0) x i + co v ) + J z G) z k 



L' equation de moment : 



ZM G (FJ = 



d cr G 
dt 



'[Jo. 



dt 



donne trois equations de projection scalaire, encore appelees equations d'Elller. 



ZM Gx = J x (o x -(J v -J z )cq v co z 
X M Gv = J v a il -(J z -J x )o) z co x 
lM Gz = J z 6) z -(J x -J v )o) x co v 
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Remarques : les equations d'Euler peuvent egalement etre utilisees lorsque le solide a 

> -> 

un point fixe A (V A1/0 = 0). 

II suffit de remplacer G par A et [J Q ] par [J A ]. 



d ct a 



dt J 



dt 



+ g5a at 



Exemple 

Une barre 2, de longueur AB = \ = 
0,6 m, de masse m = 5 kg, est 
entrainee en A, pivot d'axe (A, z), 
par un arbre (1) tournant a la Vites- 
se (Oyl = 0) Vo P ar rapport a un 
bati 0. Determinons la valeur de CO 
lorsque 9 = 30". 




Fig. 11 



Resolution 

(0 = — (O sin dt+ o) cos Gf- (O x T+ co v f 



Si les dimensions transversales de la barre 2 sont negligees : 



J X — J Z — 



mi 



Ju - Jxil - J W - Jxz - 0 



Les equations d'Euler se reduisent a : 



lM Az = M A (P) = J z (Q z - [J x - Jrt Q) X G) V 



= mg|^|sin0 = O 



-0 



- w sin 0) [co cos 9) 



d'ou (o = 



3g 



2/cos6> 



3x9,81 



2x0,6xcos30° 



^5,32rad.s- 1 



4. Cas 3 : solide en rotation par rapport a un axe fixe (G, z) 



(0 



1/0' 



cok ; posons (Q \ - a = acceleration angulaire du solide ; les axes (x, y, z) lies au 



solide ne sont pas principaux d'inertie. 
L'equation de moment X M G (EJ) = I — 



devient : 





- J xz (O z + J yz (O z 2 = 


- J„ a + J yz a 2 


£M Gy = 


- J vz 4 - J» » 2 2 = 






4 4 = 4 « 





Remarque 1 : dans le cas des mouvements plans (x, y), les solides sont supposes plats. 
II en resulte que J = J xz = 0 et les equations se reduisent a Z M & = J zl d = J G .CC. 
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19. Cinetique dans l'espace 



Remarque 2 : une des applications de cette etude concerne les conditions d'equilibra- 
ge des solides en rotation (voir paragraphe VII). 



5. Cas 4 : solide en rotation d'axe (A, z) par rapport 

a un repere intermediate (A, x, y, z) ou mouvement de toupie 



Une application importante de ce 
paragraphe concerne les gyro- 
scopes et les mouvements gyro- 
scopiques (voir paragraphe VIII). 
Les axes (x, y, z) sont axes princi- 
paux d'inertie du solide (2). (1) 
indique le repere intermediate 
(A, x, y, z) et (0) le repere de refe- 
rence (A x 0 , y 0 , Z 0 ). 

Le solide tourne a la vitesse 
(0 2/ \ = (0 2n z autour de l'axe z. 

(0^= CO x T+ 0)J+ CO z t 

OX = J x co x t+ J v co v f+ J z w z t 







1_ 


1 X 














\l 1/ 

V 




*0 


\ X 





Fig. 12 



d a a 

, dt 



do a 
dt 



+ 0) xs , z A <Ja = 



da a 
dt 



J xyz 



Les equations d'Elller s'ecrivent sous la forme : 
2 M M = J X 6) X - J v Q z a v + J z Q y a z 
ZM Av = J„a v -J z n x o) z + J x Q z (o x 
£ M Az = J z co z - J x Q v 0) x + J v £2 X (0 V 

Remarque : si 1 est solidaire de 2 (<a 2/1 =0), on retrouve les resultats du paragraphe 3. 



VII - Equil i brage des solides en rotation 

Les equations generates du mouvement d'un solide en rotation par rapport a un axe fie 
sont indiquees paragraphe VI 4. 

1. Definitions 



Un solide est equilibre statiquement si son centre de gravite G est situe SUT l'axe de 
rotation. '• ' : : 

Un solide est equilibre dynamiquement si son axe de rotation est axe principal 
d'inertie du solide. 
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Remarque : s i z est axe principal d'inertie J X2 = J yz = 0, les equations generates se 
reduisent a I M Gx = 1 M Gy = 0 et I M & = J zl a. 

L'equilibrage peut etre obtenu en ajoutant des masses au solide (exemple : equilibrage 
des roues d' automobile) ou en retirant de la matiere par percage (exemple : certains 
rotors de moteurs). 




CO 



-Y///////A yy_ 




arbre non equilibre' 



arbre equilibre statiquement 
mais pas dynamiquement 




arbre equilibre 




Fig. 13 



2, Equilibrage au moyen de deux masses m 1 et 




Fig. 14 

L' arbre de centre de gravite G (situe a la distance a de l'axe) et de masse m est equilibre 
au moyen des deux masses m 1 et m 2 



a) Equilibrage statique 

m + rrii OGi + m 2 OG 2 



mi + m 2 + m 



sur x : ma + midi cos ai + cos a 2 = 0 ( i ) 
sury : m 1 aism(Xi+ sin a 2 = 0 (2) 



b) Equilibrage dynamique 

L'equilibrage dynamique n'est possible qu'avec deux masses (une seule ne peut suffire). 
Les produits d'inertie de l'ensemble en rotation doivent etre nuls. 



J yz (ensemble) = J (arbre) + m 1 a 1 sin a, z x + m 2 a 2 sin OL 2 z 2 = 0 
J xz (ensemble) = J xz (arbre) + mjQj COS a, z x + m 2 Q 2 COS 0^ z 2 = 0 



(3) 
(4) 



c) Resolution 

On dispose de 4 equations pour 8 inconnues (a„ a 2 , Zj, z 2 , a„ 0^, m„ m 2 ). En pratique, 
on se fie 4 inconnues qui deviennent des parametres. Par exemple, pour l'equilibrage 
d'une roue d'automobile, a, = a 2 = rayon de jante et z 2 - Z 1 = largeur de la jante et on 
obtient : 

(1) + (4) donne : cos a, (z 2 - z x ) = J ra - maz 2 

(2) + (3) donne : m 1 a 1 sin a, (z 2 - Zj) = 

d'ou 



tan ai = 



J xz -ma z 2 
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19. Cinetique dans l'espace 

VIII • Etude simplified des mouvements 
gyroscopiques 

De nombreux dispositifs de navigation aerienne utilisent les proprietes des gyroscopes : 
compas gyroscopique, indicateur de virage, horizon artificiel, etc. 

Pour des vehicules tres divers dans un virage, la rotation des arbres, moteur ou non, 
engendre des couples dynamiques resultant du phenomene gyroscopique qui peuvent 
etre a l'origine de perturbations. 



1. Principe, couple gyroscopique 



Les equations generates du mouvement sont indiquees au paragraphe VI 5. 




yf z | rotor 2 isole | ^ 
precession 




\ axede 
rotation 
propre 



Fig. 15 



La vitesse de rotation propre co du rotor (2) est tres grande comparativement a celle du 
mouvement de precession £2 de la fourche (1). La combinaison des deux mouvements 
(ft) et Q) du gyroscope engendre 1' apparition d'un couple dynamique M g , appele couple 
gyroscopique, perpendiculaire aux axes x et z des deux rotations et ayant pour intensi- 
te (approchee) : 



M 3 = J zz coQ = J Gz co Q 



M g = J Gz co a Q. 



Remarque 1 : si on considere le rotor (2) isole, le couple gyroscopique M engendre 
est equilibre par les actions F et - F exercees par les paliers de la fourche en A et B 
(actions de 1 sur 2). 

Remarque 2 : la relation donnant l'intensite de s'obtient aisement a partir des for- 
mules d'Euler du paragraphe VI 5, avec (j) et Q constants, en negligeant les effets dyna- 
miques dus a la precession (Q petit devant CO). 




'ig. 16 
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2. Cas d'un fonctionnement en toupie 




ng. 1/ 

6, £2 et (O sont supposes constants, le couple gyroscopique exerce sur le solide (1) est 
perpendiculaire au plan (z 0 , z), se deplace dans le plan (x 0 , y 0 ), et a pour valeur : 



M g = J & o) a £2 



M g = J Gz £2a sin 6 



Le couple M g equilibre le couple forme par les deux forces P et A = - P {A est Taction 
exercee par l'appui 0). Si P = mg et J Gz = mr k z avec r k rayon de gyration : 
M g = - M A {P) = P . AG . sin 6 = Q m sin 0. 
II en resulte que 



X2 = 



mgAG _ g ■ AG 

J & ■ co co r k 2 



Remarque : une etude plus detaillee nous donnerait la relation 
M g = Q sin 0 [J Gz (w + Q cos 0) - J Gy Q cos 0] 




3. Exemple 

Un moteur electrique est fixe sur un 
support (1) anime d'un mouvement 
de rotation [£2 = 2 rad.s" 1 ) d'axe x. Le 
rotor (2) du moteur, de masse 20 kg, 
de rayon de gyration 100 mm, tour- 
ne a la vitesse de 3 000 tr.min -1 . 

Determinons les actions exercees par 
les paliers a roulements A et B du 
rotor s'ils sont situes a egale distance 
du centre de gravite G de celui-ci 
(GA= GB = 0,3 m). 




Fig. 18 
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Resolution f 3000711 

Couple gyroscopique : M g = J Gz CO Q = 20 x 0, l 2 xl — 3Q — 1x2 =12 6 Nm. 

Le couple forme par les actions A d et B d (A d = B d ) exercees par les paliers A et B equi- 

libre le couple gyroscopique M fl : 



0 = M g + M A (A d ) + M A (B d ) => M g + 0 - B d x 0,6 = 0 d'oii A d = B d = 

Equilibre statique :A, = B S =-^=98N 

Action totale sur les paliers : 

7C= A^ s + A^ d ; A = A, +A, = 210 + 98 = 308 N 

B = B* s + B d ; B = B s - B d = 98 - 210 = - 112 N 



210 N 



Efforts dynamiques 



Efforts statiques 



Efforts totaux 




0,3 m 



0,3 in 



Fig. 19 



EXERCICES A RESOUDRE 



i_J Une tige mince AB, de longueur | et 
de masse m est fiee sur un disque (1) 
en rotation a la vitesse COy 0 par rapport 
a un bati fixe (0). 

Determiner le moment cinetique de la 
tige en 0, l'energie cinetique et les 
actions d'encastrement en A. 




Fig. 20 
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ClNETIQUE 



[_) Deux masses concentrees m sont fiees 
sur un arbre (1) de diametre negligeable, 
tournant a la vitesse fi) 1/0 . 

a) Determiner le moment cinetique en A 
de l'ensemble arbre plus masses m ainsi 
que l'energie cinetique. 

b) Determiner l es actions exercees en A et 
B par les paliers. 

Reponse 

a A = m a> R(- a U + 2R i„) : 

T=m<^i? 2 ;A x = -B x = 2!1 y S . 



0 

A 



0 



yo 




ft 



*0 



Fig. 21 



El Un disque plat, de masse m = 2 kg, de 
rayon R = 200 mm, tournant a 
1 5 00 tr.mirr 1 , est incline de Tangle 
a = 20" par rapport au plan de rotation de 
P arbre. 

a) Determiner le moment cinetique du 
disque en G et A, AG = 200 mm. 

b) En deduire le moment d'encastrement 
au point A de P arbre. 




Fig. 22 



Q Une barre AB, de masse 4 kg, est solidaire d'un arbre OC tournant a la vitesse 
de 120 tr.mirf 1 . Les dimensions transversales de la barre et de Parbre sont negli- 
geables. AB est supposee dans le plan horizontal (x 0 , y„). 
Determiner l e moment cinetique en G et l'energie cinetique de la barre AB. 




Fii. 23 

Reponse 



a 0 = 10,45 i„ + 18, 1 J 0 (kg tlAs" 1 ) ; T = 114 J . 



LI Reprendre Pexercice 4 et determiner les actions exercees par les paliers sur 
Parbre en 0 et C (pour la position de la figure). 
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19. Cinetique dans l'espace 



D Reprendre les exercices 4 et 5 avec une 
plaque triangulaire mince (base 2a, hauteur 
a) soudee sur un arbre de dimensions negli- 
geables . 
Donnees : 

a = 0,3m ; m = 10kg 

»i/o = 100 rads- 1 ; J Axx = rn ^ 

j _ 2 m a 2 . i _ 5 m a 2 

i - i -a i - _ maZ 

"Axz J Ayz W I J Acy 3"" 



mm Un aib re edtransmission, tournant a 
la vitesse angulaire (0, comporte une par- 
tie cylindrique (rayon r, longueur 2 /, 
masse m, centre de gravite G sur l'axe de 
rotation de Farbre) inclinee de Tangle a 
par rapport a l'axe de rotation de 1' en- 
semble. 

Determiner les actions supportees par les 
paliers en A et B. 

Reponse 

R _f mffl 2 sin2a U) 2 r 2 ) 



Q Un disque (2), de masse m = 5 kg, de 
diametre 600 mm, tourne a la vitesse 
G) 2/1 m — 40 rad.S -1 P ar rapport a un bras 
(1) anime d'un mouvement de rotation 
(®i/o = 8 rad.s -1 ) par rapport au bati (0). 
Determiner le moment cinetique <T A2 /o en 
A, centre du disque, ainsi que l'energie 
cinetique de celui-ci (cas y parallele a y,). 

g^ - 0,Q i ^ 9^)7^ - 223,6^ Riponse 



i 
i 




Fig. 26 
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CinEtique 



U Un gyroscope de grande dimension est 
monte sur un navire hopital pour stabiliser 
les mouvements de roulis (<y). 
Le mouvement de precession est fourni 
par un motoreducteur entrainant le bras (1) 
a la vitesse fi) 1/0 = 0,5 rad.S" 1 . Le rotor, 
de masse 80 000 kg, de rayon de 
gyration de 1,5 m, tourne a la vitesse 
co zn = 100 rad.s" 1 . 

Determiner le couple gyroscopique engen- 
dre. Ce couple s'oppose-t-il au roulis du 
bateau ? 



M = 9 000 kNm ; oui. 



LJ Un arbre de turbine de bateau, masse 
2 000 kg, rayon de gyration 0,3 m, tourne 
a 4 950 tr.mirr 1 . 

Le bateau avance a 20 noeuds (1 noeud = 
1,85 km.h -1 ) puis tourne sur un rayon de 
300 m 

Determiner les actions supportees par les 
paliers de l'arbre en A et B (AG = 0,8 m ; 
BG = 1,2 m). 

Reponse 

A v = 10 400 N ^= 9 6001^. 




Fig. 28 



Q n Iifl iicaicatr de virage d'avion, base 
sur le principe du gyroscope, se compose 
d'un disque (2) (de masse 0,15 kg, de 
rayon 30 mm, de vitesse de rotation 
12 000 tr.mirr 1 ), d'une fourche (1) articu- 
lee (pivot) sur un bati (0) et maintenue en A 
et B par deux ressorts identiques de raideur 
k= 0,3 N.mm- 1 . 

Determiner Tangle de rotation de la droite 
AZ3 si P avion execute un virage horizontal 
de rayon 600 mala vitesse de 720 km.h" 1 . 

Reponse 

a = 1,69°. 




Fig. 29 
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RESISTANCE 
DES MATERIAUX 
GENERALITIES 



Objectifs 

■ Definir les notions de poutre, d'efforts interieurs ou de cohesion, de 
sollicitations simples et composees, de contraintes. 

■ Preciser les hypotheses fondamentales de la resistance des materiaux. 

■ Donner des notions concernant les coefficients de securite. 



La resistance des materiaux (RDM), outil de l'ingenieur et du technicien, est agee de 
300 ans ; Galilee, Hooke, Bernoulli et Coulomb en furent les peres fondateurs. 
Le cours propose concerne 1' aspect theorique et les applications usuelles des principes 
fondamentaux de la RDM. Les developpements portent sur les conditions d'equilibre ou 
de resistance, les deformations et les exigences concernant les materiaux. 



I -Notion de poutre 

Les resultats etablis dans la suite de ce cours sont valables, avec une bonne approxima- 
tion, pour des solides ayant la forme de poutre. 

La ligne moyenne (L ) d'une poutre est le lieu des centres de gravite ou centres de sur- 
face ou barycentres A, . . . . G, . . ., B des sections droites successives (les trois designa- 
tions sont regulierement utilisees). 

Les sections droites sont des sections planes et perpendiculaires a la ligne moyenne de 
la poutre. 




plan de symetrie 
de la poutre 

ligne moyenne (L) 



sections droites 
(S s etS s ) 



(longueur de la poutre) 



Fig. 1 
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Resistance des materiaux 



Conditions : les sections droites doivent rester constantes ou ne varier que progressi- 
vement entre A et B. Les brusques variations de sections (trous, epaulements...) ame- 
nent des phenomenes de concentrations de contraintes, qui doivent etre etudies sepa- 
rement. Les charges supportees sont contenues dans le plan de symetrie. 

Remarque : une poutre est un solide long par rapport aux dimensions des sections 
droites. 

Les equations et resultats etablis par la suite donnent des resultats precis si la longueur 
(L) de la ligne moyenne est superieure a 10 fois la plus grande dimension transversale 
(D). Ces equations donnent des resultats a 30 % pres, si les proportions sont de l'ordre 
de 4 et 5. 

Exemples de poutres 



plans de symetrie plans des charges 

mm 

Iupi\ 




m m. ....aan 
iuAP 1 




Fig. 2 




Fig. 3 



II • Hypotheses fondamentales 



Les formules et proprietes etablies dans la suite de ce cours supposent que : 

1) Les materiaux sont homogenes et isotropes. 

2) Toutes les forces exterieures exercees sur la poutre sont contenues dans le plan de 
symetrie (J7). 

3) Hypothese de Navier Bernoulli : les sections droites, planes et perpendiculaires a la 
ligne moyenne, restent planes et perpendiculaires a la ligne moyenne apres deforma- 
tions. II n'y a pas de gauchissement des sections droites. 

4) On se place toujours dans le cas de petites deformations. Autrement dit, les defor- 
mations restent faibles comparativement aux dimensions de la poutre. 



Definitions 

Un corps est homogene lorsque tous les cristaux ou tous les grains de matieres sont iden- 
tiques : meme constitution, meme structure. 

Un solide est isotrope lorsque tous les points de sa structure ont les memes caracteris- 
tiques mecaniques dans toutes les directions. Le bois n'est pas un materiau isotrope ; en 
effet, il est plus resistant dans le sens des fibres que dans le sens perpendiculaire aux 
fibres. 
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<orj Generaiitesi 



Remarques 

Les metaux peuvent etre supposes homogenes et isotropes, I 'experience montre que 
I'ecart entre le modele et la realite est faible 

Compte tenu des hypotheses 3 et 4, on peut admettre que les forces exterieures conser- 
vent une direction fixe avant et apres deformation. 




Fig. 4 



III - Efforts interieurs ou efforts de cohesion 

Les efforts interieurs ou de cohesion sont les efforts qui agissent a I'interieur des poutres 
et qui assurent I'equilibre ou la cohesion de la structure sous Taction des charges exte- 
rieures exercees. 

1. Principedecalctill 

Les efforts interieurs sont calcules avec le principe fondamental de la statique a partir 
des actions exterieures agissant sur la poutre. 

A partir d'un plan de coupe imaginaire (section S de barycentre G ), on divise la poutre 
en deux troncons fictifs (AG et GB). Chaque troncon est en equilibre et I'application du 
principe fondamental de la statique, a I'un ou I'autre, permet de faire apparaitre et de 
calculer les efforts interieurs exerces entre les deux troncons, au niveau de la coupure. 




Fig. 5 
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RESISTANCE DES MAf ERIAUX 



2. Conventions de signe 



L' action entre les deux troncons est une action d'encastrement qui se modelise par une 
resultante R G et un moment resultant M G en G. Deux conventions de signe sont alors 
possibles : 



Convention 1 

(somme des efforts a gauche de S) 
= ^1/2 = ~ ^2/1 



Convention 2 

(somme des efforts a droite de S) 

= ^2/1 = ~~ ^1/2 



Mg - M G2/1 - M G1/2 



Remarque : aucune convention n'est ni normalisee ni imposee. Les conventions 
varient d'un ouvrage a 1' autre, d'un pays a 1' autre et d'autres combinaisons de signes sont 
utilisees {R G = R x/2 avec M G = M G2/1 , etc.)- 

Quelle que soit la convention retenue, on dispose toujours de deux possibilites pour 
determiner les efforts interieurs R G et M G : 

- soit en faisant la somme des actions a gauche de la coupure S, 

- soit en faisant la somme des actions a droite de S. 

Avec la convention 1 et en appliquant le principe fondamental 



R G = R 1/2 = somme des forces a gauche de (S) = F 1 + F 2 
ou : R G = - (somme des forces a droite de (S)) = - (F 3 + f^) 



M G - M G1/2 = Mq{FJ + M G (F 2 ) = (moment resultant en G des efforts a gauche de (S)) 

- (moment resultant en G des efforts a droite de (S)) 



Convention 1 




Remarques 

- Par commodite, les deux conventions sont alternativement utilisees dans les chapitres 
suivants, convention 2 en traction et torsion, convention 1 en flexion, etc. 

- Dans le cas des systemes de forces planes, le moment peut etre utilise avantageuse- 
ment sous forme scalaire (ou algebrique). 
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20. Ueneralites 

3, Composantes des efforts interieurs 



y 




z 



Fig. 7 

JV : effort normal, porte par la ligne moyenne x (N = R G . x) 

T = T v + T z : effort tranchant, perpendiculaire a la ligne moyenne 

M T : mome nt ou couple de torsion, porte par la ligne moyenne 

Mf = M fv + M fz : moment flechissant ou moment de flexion, perpendiculaire a la ligne 
moyenne. 

4. Torseurs des efforts interieurs ou de cohesion 



L' action d'encastrement entre les deux troncons peut aussi etre schematisee par un tor- 
seur d'encastrement, appele torseur des efforts interieurs ou des efforts de cohesion. 

Exemples de notation 



/ -> \ f N Mr] 


ou 










Avec la convention 1 : 

= W[^ G = - = somme des torseurs d'action a gauche de S, 
ou 3^ = - somme des torseurs d'action a droite de S. 



IV • Sollicitations simples et composees 

L'axe des x coincide avec la ligne moyenne de la poutre et l'axe des y avec la verticale. 
Si une seule composante N, T , M T ou M f existe, alors que toutes les autres sont nulles, 
on dit que Ton a une sollicitation simple. 

Si deux composantes au moins sont non nulles, on dit que Ton a une sollicitation 
composee. 



269 



RESISTANCE DES MATERIAUX 



c as 


cxempie 




Composantes 


Observations 




N 


T 


Mr 


/ty 


traction 


+^ 


N 


0 


0 


0 


Sollicitations simples 


cisaillement 




0 


T 


0 


0 


torsion 


• M 

^=G) m** 

M 


0 


0 


Mr 


0 


flexion 
pure 




0 


0 


0 


/ty, 


flexion 
simple 


r ■ i 

\ t 


0 


Ty 


0 


/ty, 


Sollicitations composees 


flexion 
+ 

traction 


HH 


X 


N 


Ty 


0 


% 


flexion 
+ 

torsion 


t t M 


0 


Ty 


Mr 


/ty, 


flambage 




A/ 


0 


0 


/ty, 


flexion 
deviee 






0 






-/ty, 

- »*Jtyy 






an (x,y 


0 



ig. 8 

Remarque : d'autres cas sont possibles : flexion + torsion + traction, flexion deviee 
+ traction, traction + cisaillement, torsion + cisaillement, etc. 
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20. Generalites 



V - Notion de contrainte 

1. Principe de determination 



efforts ou actions exterieurs 
exercfe sur la poutre 



efforts tetfeeure tiaiis fa pooire : 
N,T,M T #M, 



principe )l 

fondamental * 
de la 
statique 













JET 






contraintes en I 






tout point ... I 





































<J ■■ ■- - . 



dimensionnement 
des poutres 



cahier des charges 
coefficients de 
securite 



Fig. 9 

Les efforts interieurs schematised les actions de cohesion s'exercant dans une section 
droite de la poutre, mais ne donnent aucune indication en chacun des points de cette 
section. Ce sera le role des contraintes. 

En pratique, la determination prealable des efforts interieurs est necessaire pour calcu- 
ler les contraintes (voir organigramme propose). 



2, Definitions 



coupure 



poutre 




L 



rr 



trongon 1 



B X 



troncon 2 



contrainte normale a 



a = (T(M,n). n = cr(M,ri) cos a 

contrainte tangentielle x 

x = o(M,n). t= 0(M,n)sm a 



Fig. 10 




passage 
a la limite" 
V (A 5-0) 




a(M,n) 
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Resistance des materiaux 



M est un point quelconque de la coupure (S) dont l'orientation du plan de coupe peut ne 
pas etre perpendiculaire a la ligne moyenne (x). 

rf : normale a la coupure ou vecteur unitaire (|| r? II = 1) perpendiculaire au plan de la 
coupure, n traduit l'orientation de cette derniere. 

t*: vecteur unitaire (|| t \\ = 1) appartenant au plan de la coupure et perpendiculaire a n. 

AS : aire de l'element de surface entourant le point M, AS est tres petit. 

A/ i2/1 : action exercee par le troncon 2 sur le troncon 1, limitee a l'element de surface AS. 

Remarque : X = Rg = somme des A/; pour toute la coupure. 



Definition : on appelle contrainte c(M, n) en M dans la direction n la limite, lorsque 
AS tend vers zero, du rapport entre 1' effort Af j2/ i et l'aire AS entourant le point M. 
Autrement dit : 



<7(M,n)= lim ^ L 

v ' as->o Ao 



unites : MPa ou N.mm"" 2 



Remarques : la contrainte est homogene a une pression, c'est une sorte de pression 
negative de cohesion. 

Le passage a la limite (AS tendant vers 0) permet d' avoir l'effort de cohesion au point 
M, plus AS est petit et plus on se rapproche de la definition du point. 
Les projections de O (M, n) sur les directions n et t donnent la contrainte normale C et 
la contrainte tangentielle T. 



3. H ypothese de BarredeSaint-Venant 

Exemple 



i F 



section S 



constante 



V4. 



k F 



k F 



<y=-, 



cas de contraintes o identiques 



Fig. 11 

Hypothese : les contraintes (a) ou les deformations (e) engendrees en un point suffi- 
samment eloigne de la zone d' application des charges seront identiques avec des charges 
differentes, ayant meme resultante ou etant statiquement equivalentes (torseurs diffe- 
rents ayant memes elements de reduction). 
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20. Generates 



VI • Notions sur les coefficients de securite 

Pour qu'une structure (machine, vehicule, avion, bateau, immeuble.. .) puisse supporter 
en toute securite les charges qui normalement la sollicitent, il suffit qu'elle puisse resis- 
ter a des charges plus elevees. La capacite a supporter ces charges constitue la resis- 
tance de la structure. Le coefficient de securite s est : 



charges babitiieUemcnt exercees resistance stnoYetnoni n6ces&aire 



Le choix de la valeur de s depend de la connaissance (ou non) des phenomenes agissant 
sur la structure : surcharges eventuelles ; chocs ; type et degre de precision des charges 
(statiques, dynamiques, repetees.. .) ; phenomenes de fatigue ; concentrations de 
contraintes ; connaissance et variations des proprietes du materiau ; qualite de la fabri- 
cation ; effets de l'environnement ; mode de rupture (progressive ou brutale) ; conse- 
quences d'une rupture sur l'environnement (degats materiels, humains.. .). 

Le choix definitif du coefficient de securite est generalement effectue par un groupe de 
specialistes. Ce groupe etablit, si necessaire, une codification, une legislation ou une nor- 
malisation destinee a l'usage des utilisateurs. 

Un coefficient de securite trap faible augmente exagerement les risques de rupture. Un 
coefficient de securite trop eleve peut aussi avoir des effets nefastes (augmentation du 
poids, du prix de revient...). s varie le plus souvent entre 1 et 10. 

Definitions 

Pour un grand nombre de structure, la securite est obtenue si, sous charge, les 
deformations du materiau restent elastiques (non plastiques). Ceci est realise lorsque les 
contraintes en n'importe quel point de la structure restent inferieures a la limite elastique 
R s (ou R e0 2 ) du materiau. s est alors defini par : 



R p limite elastique du materiau 

R p ~ contrainte toleree dans la structure (resistance pratique) 



Pour des materiaux fragiles (beton, . . .), pour le bois et d'autres, il est souvent preferable 
d'utiliser la resistance a la rupture R r du materiau plutot que la limite elastique R e , 
difficile ou impossible a obtenir. s est alors defini par : 



R r _ limite a la rupture du materiau 
R p contrainte toleree dans la structure 



La valeur de s est plus grande dans ce cas. 
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RESISTANCE des MATERIAUX 



Une autre methode, egalement sou vent utilisee, consiste a appliquer un coefficient de secu- 
rite aux charges plutot qu'aux contraintes. s devient un facteur de charge et est 
defini par : 



F adm _ charge maximale admissible par la structure 



F 

usu 



charge habituelle en service normale 



Dans certaines industries (aviation. ..), on parle plutot de marge de securite rn que de 
coefficient de securite s, m est defini par : 



m = marge de securite = s - 1 



Valeurs indicatives 


s 


Charges 
exercees 
sur la structure 


Contraintes 
dans la 
structure 


Comportement 
du materiau 


Observations 


1 <s < 2 


regulieres 
et connues 


connues 


teste et connu 


fonctionnement 
constant 
sans a-coups 


2 < s < 3 


regulieres 
et assez bien 
connues 


assez bien 
connues 


teste et connu 
moyennement 


fonctionnement 
usuel 

avec legers chocs 
et surcharges 
moderees 


3<s<4 


moyennement 
connues 


moyennement 
connues 


non teste 


mal connues 
ou incertaines 


mal connues 
ou incertaines 


connu 



Les valeurs indiquees devront etre corrigees en hausse si les materiaux sont fragiles, en 
cas de chocs, de fonctionnement incertain ou s'il y a menace sur l'environnement ou 
sur la securite des personnes et des biens. 
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Generahtes 



EXERCICES A RESOUDRE 



— ] Une poutre sur deux appuis A et B 
supporte une charge concentree F 
(300 daN) en C. a) Determiner les 
actions exercees par les appuis. 
b) Determiner les efforts interieurs 
dans la poutre en £ et G. 

Reponse 

A, = 100 daN ; B v = 200 ; A, = B x = 0 ; 

N £ = 0 ; T £ = 100 ; M fE = - 1 500 Nm ; N G = 0 ; 

T G = - 200 

(convention 1) 



77777 



Fig. 13 



F 

300 daN 



a= 2m 



1m 



s 



7777777 



F 

300 daN 



1,5 m 



C 

1m 



7777777 



Reprendre l 'exercice 1 avec a = 4 m et F = 400 daN. 



Reorendre l'exercice 1 avec la 



poutre proposee et deux charges 
concentrees F 1 (300 daN) et F 2 
(ZOO daN) agissant en C et D. 

Reponse 

A,= 50 daN ; B t = 450 ; N £ = 0; 

T E = - 250 ; M /E = 1 500 Nm ; N G = 0 ; 

T G = 200 ; MjQ - 2 000 Nm. 

(convention 1) 

Fig. 13 




D Reprendre F exeirice 3 avec F x = F 2 = 300 daN, 



U Une canalisation est encastree en 0 
dans un mur et se compose de deux 
tuyaux OA et AB relies entre eux par un 
coude. Les actions supportees a l'extre^ 
mite B sont schematisees par la force F 
verticale20 daN" ff - 20 kj et par le 
couple M B de 20 Nm (M B = - 20 f). 

a) Determiner les actions exercees par 
l'encastrement en 0. 

b) Determiner l es efforts interieurs dans 
les sections droites passant par G et A . 




1 21 Nm) 



Fig. 14 
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RESISTANCE DES MATERIAUX 



[_) Une barre cintree est soumise a ; 
deux forces egales et opposees F et - F 
(800 daN). Determiner l es efforts inte- 
rieurs dans la section droite passant par 
G. d = 100 et a = 200 mm. 
Reponse 



M, 



800 daN ; T = 0 ; M T = 0 ; 

= 0 ; M fl = ' 800 Nm. 



(convention 1) 




Fig. 15 



RStenrendre l 'exercice 6 avec a = 150 ; d = 200 et F = 1 000 daN. 



d Un panneau de signalisation sup- 
porte une charge F de 100 daN en B 
resultant de Taction du vent. Le pan- 
neau est encastre (scelle) en 0 dans un 
trottoir. Les poids sont negliges, 
a) Determiner les actions exercees par 
l'encastrement 0. b) Determine r les 
efforts interieurs dans la section droite 
du poteau passant par G. 

Reponse 

0$ = 0 ; Oy = 0 ; Oz = - 100 daN ; 

M 0 = l ooo i*+ 3 ooo f (Nm) ; 

N G = 0;7>0; 

T 2 = 100 ; M T = 1 000 Nm ; M /v = 1 000 ; M, t = 0 

(convention 1). 




Fig. 16 



Q Renrend re l'exercice 8 avec F = 50 f + 80 k. 
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TRACTION 



Objectifs 

■ Definir l'effort normal N, la contrainte normale a, les allongements 
AL etg. 

■ Decrire l'essai de traction et indiquer la loi de Hooke. 

■ Traiter les cas particuliers : concentration de contrainte, contraintes 
d'origine thermique, systemes hyperstatiques et contrainte dans une 
section inclinee. 



I- Definition -Exemple 



Une poutre droite est sollicitee en traction chaque fois que les actions aux extremites 
(A et B) se reduisent a deux forces egales et opposees (F et - F) de direction la ligne 
moyenne (L m ) . 

_f I 11"! ".•',"Sf,, : ,! «, .U. l ' ". J I .. I . IIII .H;.. , i i.i,. -p- 

_ Lm ' 



Fig. 1 



Exemple 




ig. 2 
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Resistance des materiaux 



La potence a tirant proposee est utilisee en manutention pour lever et deplacer des 
charges. Elle se compose d'un palan 4, d'une poutre-rail 3, d'un fut pivotant 1 et du 
tirant 2 (voir description complete chapitre « statique plane ■ exercice 8 »). 
Le tirant 2 est soumis a une sollicitation de traction : il est soumis a Taction de deux 
forces D 1/2 et ^3/2> egales et opposees, direction BD, intensite maximale 6 200 daN (cas 
oil le palan 4 est a l'extreme droite). 

Le tirant est cylindrique, de diametre d inconnu, de longueur 2,8 m, et est realise en 
acier (resistance a la rupture R, = 500 MPa, lirnite elastique R e = 300 MPa). Le diametre 
d sera determine dans les paragraphes suivants. 



1 1 - Effort normal N 



Pour la poutre du paragraphe I, faisons une coupure fictive (section droite S situee a x 
de A) entre les deux extremites A et B pour faire apparaitre les efforts interieurs dans la 
poutre. Utilisons la convention 2 (voir chapitre « resistance des materiaux-generalites »). 
La coupure S divise la poutre en deux troncons AG et GB. Quelle que soit la position 
de la coupure (ou de la valeur de x), chaque tron§on est soumis a deux forces egales et 
opposees. 




Fig. 3 



En effet, si on isole le troncon AG, la resultante des actions Af v A/ 2 , . . . , A/ n exercees en 
chaque point de la coupure par le tron§on GB se reduit au seul effort normal N en G 
(centre de gravite ou barycentre de la coupure S), tel que : 

Jsf=A7l + A/5+... + aX = ^direction AGB) 
(quel que soit x) 



N -F 



Exemple du tirant 



"1/2 

■4 

6 200 daN 



Fig. 4 




/V = 6 3 /2=D 1 / 2 = 6 2 00 
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III-Contraintenormleo 

Divisons la coupure S precedente en n petites surfaces elementaires. AS„ AS,, . . . , AS,, 
telle que AS = AS, + AS, + . . . + AS,,. 

Chaque element de surface (AS) supporte un effort de traction Af h A/ 2 , . . . , A/„ paralle- 
le a la ligne moyenne AB. 



a=N 




S 



Fig. 5 

Si M V M 2 , . . . . M n sont les centres des petites surfaces AS, en chaque point, la contrain- 
te (Test definie comme la limite du rapport A/ sur AS lorsque AS tend vers zero (devient 
tres petit). 

i im nf#) : ^= N f#] d n = lim f#] 



Contrainte normale uniforme : dans le cas general et sauf cas particuliers de 
concentrations de contrainte (voir paragraphe VII), on admettra que toutes les 
contraintes precedentes sont identiques. 

ff-Oj= a 2 = ■ ■ ■ = a n 

On dit qu'il y a repartition uniforme des contraintes dans la coupure ou section droi- 
te S. II en resulte que : 

a : contrainte normale en MPa ou N.mm" 2 
JV : effort normal en N 
S : aire de la section droite en mm 2 



Exemple : reprenons Fexemple du tirant en supposant d = 20 mm. 



s _Ji20 2 _ 314mm 2 cr= 197 N.mm- 2 = 197 MPa 
4 

*=f = ^ = 19 ( 7daNW -| = 5 






»- 


6 200 daN ^L|^^^W%j?Sl 'ffl^^^^Sj^i^Sfffe 













Fig. 6 




279 



Resistance des materiaux 



IV ■ Etude des constructions - 
Conditions de resistance 

Pour des questions de securite liees a l'usage de Pappareil, la contrainte a precedente 
doit rester inferieure a une contrainte limite admissible, appelee resistance pratique a 
Pextension R„. II en sera ainsi pour toutes les constructions de ce type. 
La resistance pratique R pe est fixee par des normes ou par le constructeur. Dans le cas 
general, est definie a partir de la limite elastique R e du materiau. R e est une donnee 
(voir essai de traction). 

s est le coefficient de securite adopte pour la construc- 
tion de Pappareil. Sauf pour les cas oil la rupture est 
recherchee, le coefficient de securite est choisi de facon 
a ce qu'en cours de fonctionnement normal, les 
contraintes normales maximales ne depassent pas la 
limite elastique R e du materiau. 

Remarque : dans certains cas (materiaux fragiles, etc.), on prefere utiliser la resistance a 
la rupture R r du materiau, a la place de R e , pour definir s (voir chapitre « resistance des 
materiaux - generalites »). 

Exemple : reprenons Pexemple du tirant ; si on impose une contrainte admissible de 
100 MPa, determinons le diametre d minimal pour la construction de celui-ci et les coef- 
ficients de securite adoptes. Rappel : N = 62 000 N. 

apres calcul : d ^ 28,1 mm. 

Le constructeur de Pappareil devra choisir, dans les catalogues de fournisseurs, un rond de 
diametre aussi proche que possible de 28,1 mm, tout en restant superieur a cette valeur. 

b) Coefficients de securite adoptes 

L'acier employe a pour caracteristiques : R e = 300 MPa ; R r = 500 MPa 
K pe- S ° u ^-R^- 100 5 ' S -R^ _ 100 -D ' 

V - Deformations 

1. Allongements 

L 0 = longueur initiale de la poutre 
L = longueur finale de la poutre 
Af. = allongement total de la poutre 
X 0 = longueur initiale du troncon 
X = longueur finale du troncon 
AX = allongement du troncon ig. 7 





< Lq 


AL 
•<-> 


F 

— 


% 

-F 


--As. 


«0 




(S) 














B 


X 


L 
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2 1. Traction 



L' experimentation montre que les allongements sont proportionnels aux longueurs ini- 
tiales. L'allongement relatif £ traduit cette propriete : 



_ AL _ AX _ 



7^ = 4^ = allongement relatif (sans unite ) ou AL = £ L 0 



Remarques : e caracterise l'allongement d'une poutre de longueur 1 (egale a l'unite). 
£ ne doit pas etre confondu avec A % (voir paragraphe VI). 

Exemple : sous charge, le tirant des exemples precedents s'allonge de 4 mm. 
Determinons £ et l'allongement d'un troncon de longueur 1 m. 



2 800 mm 



1 000 mm 



Ax 



0- 



Dy 2 D 



! B g 



fi?nn 



2 804 mm 



'3/2 



i 200 



Fig. 8 

e =2OT=7To = 0 ' 00143 

£ =1^0 = 0,00143 d'ou AX =0,00143x1 000= 1,43mm 



X = 1001,43m 



2. Contraction laterale - Coefficient de Poisson v 



Le coefficient de Poisson caracterise le rapport entre la contraction laterale £ d et l'allon- 
gement relatif de la poutre £ L . 



ig.9 



poutre avant deformation 
------ i 



i 



31' 



_ _ Ad _ AL 
E <t - -j-> El - t~ 
do i-o 



AL 



v = ■ 



e a deformation laterale 
e L ~ deformation axiale 
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VI - Relation entre contraintes et deformations ■ 



1. Loi de Hookel 

Pour un grand nombre de materiauxl (metaux, etc.), l'essai de traction (voir para- 
graphic 2) montre qu'il existe une zone elastique pour laquelle l'effort Fl de traction est 
proportionnel a l'allongement ALJ Autrement dit, le rapport F/AL\ est constant, analo- 
gic avec un ressort (F = kx). 

fljette propriete est enoncee par la loi de Hooke ] 



En deformation elastique, la contrainte normale (J est proportionnelle a l'allongement 
relatif £J 



a =Ee 



(j : contrainte normale MPal ou N.mm" 2 ! 

e : allongement relatif (sans unite) 

E : module d'elasticite longitudinale MPal 



Remarques : E est une constante, 

caracteristique du materiau. 

La loi de Hooke est a la resistance des 

materiaux ce que la loi d'Ohml est a l'elec- 

tricite. 

Exemple 

Reprenons Fexemple du tirant 

d = 28 mm, a= 100 MPaJ 

E = 200 GPaJ U = 2,9 m 

Determinons l'allongement ALI du tirant i 

8 =^=^ 

L E 

100 
"200000T 

= o.ooog 

AL = €U 

= 0,0005x280Q 



= 1/ 



mm 



exemples des valeurs de E 
carbures inetalliques_£^ 55 000 | 
dafjjnmj; \ 




aciersl7 000 a28 OOOdaN.mmi 
aciers de construction 
cuivra 12 600 daN.mmi 
Ititane 10500daN.mmi 
bronze 10 000 a 12 000 daN.mm- 2 
fbnte 10 000 daN.mm" 2 
laiton 9 200 daN mmi 
zinc 8 000 daN.mm" 2 ! 
alliage d'aluminium 7 000 a 7 500 daN.mmi 
verre 7 000 a 7 500 daN.mm" 2 
magnesium 4 500 daN.mm" 2 
etain 4 000 daN.mm" 2 
beton 2 000 daN.mmi 
bois 1 000 a 3 000 daN.mm" 2 
cuir 25 daN.mmi 
caoutchouc 0.75] daN.mm" 2 
elastomere 0,3 daN.mm" 2 ! 



Kg. 10 



2. Essai de traction 

L'essai consiste a exercer sur une eprouvette de forme cylindrique ou parallelepipedique 
(« plate »K des forces croissantes, qui vont la deformer progressivement puis la rompre. 



21. 'Traction 



a) Machine d'essai, eprouvette et caracteristiques definies 




au repos 



section initiale 




apres 
rupture 



section ultime 



fi{ -|- — a ; rn 

zone de strictioni * T ^T^""'^^^ 



L a (longueur ultime) 



Fig. 12 



Caracteristiques fondamentales definies par l'essai de traction 



Limite elastique R e et Resistance a la rupture R. 



L'allongement pour cent A % : A % = 100 



LJ = longueur ulti 
LJ = longueur initiale 

Coefficient de striction Z % : Z % = 100 



S u = section ultime apres rupture, 

SJ = section initiale de la partie calibree de l'eproia)iette 

Module d'elasticite longitudinale E 

Coefficient dd Poisson v 



b) Courbes contraintes ■ deformations 




Fig. 13 



RESISTANCE DES MATERIAUX 



Les courbes obtenues par essai varient d'un material! a l'autre. Cependant, un grand 
nombre de materiaux (metaux, etc.) se comportent comme les graphes des figures 13 et 
14, avec une zone de deformation elastique (OA) et une zone de deformation plastique. 

Zone elastique OA : dans cette zone, l'eprouvette se comporte elastiquement comme 
un ressort et revient toujours a sa longueur initiale des que la charge est relachee. Le 
point A, auquel correspond la limite elastique R e , marque la fin de la zone. La propor- 
tionalite entre contrainte a et allongement £ est traduit par la loi de Hooke (voir para- 
graphe 1). £ = tan a' caracterise la pente de la droite OA et <7 = Ee son equation. 

Zone de deformation plastique AE : dans le cas des materiaux ductiles, on distingue 
trois zones BC, CD et DE (ductilite : aptitude a se deformer plastiquement). 
Dans la zone BC, parfaitement plastique, la contrainte reste constante et 1' allongement 
se poursuit jusqu'en C. Entre C et D, zone d'ecrouissage, le materiau subit un change - 
ment de structure qui accroit sa resistance. Le point D, auquel correspond la resistance 
a la rupture R r marque la fin de la zone. 

Entre D et E , l'eprouvette subit une striction amenant une diminution de la section avec 
etranglement. La rupture se produit en E. 



Remarque : dans le cas des materiaux fra- 
giles (fig. 14), il n'y a ni zone parfaitement 
plastique BC, ni zone de striction DE. De 
plus, pour ces materiaux, A % et Z % sont 
beaucoup plus petits. 

La courbe de traction vraie (fig. 13) 0, A, B, 
C, E' prend en compte la section reelle S de 
l'eprouvette, a la place de la section initiale S 0 
pour la courbe usuelle. 




Fig. 14 



Dans certains cas, lorsque R e est difficile a definir, on utilise R e02 pour le remplacer. 
Lorsque a = R e02 , l'eprouvette s'est allongee de 0,2 % (fig. 14). 

VII ■ Phenome de concentration de contrainte 

Lorsque les poutres etudiees presentent de brusques variations de sections (trous, 
gorges, epaulements.. .), les formules precedentes (<7 = N / S) ne sont plus applicables. 
Au voisinage du changement de section, la repartition des contraintes n'est plus unifor- 
me (ou constante) et presente un minimum et un maximum (cT maxi ). Le maximum est 
atteint pour les points situes a proximite des variations. On dit qu'il y a concentration de 
contraintes en ces points. La valeur est : 

<7maxi -K ■ °b avec Ob = £ = ^ 

K t est appele le coefficient de concentration de contrainte. K t depend de la forme de la 
section et du type de la variation (voir tableaux suivants). 

Exemple : Determinons (J maxi pres de l'epaulement, au niveau de la section S, pour la 
piece proposee. 
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2 1. Traction 



Resolution 



3 141 daN 



o 

CO 

s> 


t 




f 



(S) 



CM " 



F 



3141 daN 



a 1 F _ B141 4 1_ 

0 S „.l0 2 "314 f l 



= 10 daN.mm 2 



D_ 30.-, c 
d " 20 " '° 



La valeur de K t est 
determinee avec le 
graphe indique. 

K = 1,5 



La contrainte est maximale a la peripheric 
de S, pour toute la circonference de 0 20 
et a pour valeur : 

Omaxi = K t ■ Go = 1 > 510 = 15 daN.mm- 2 



d.e 
hi 6= 3,0 




Fig. 16 




Q cas avec contrai ntes u n i f o r me s 



f 




3 1411 





lOdaN.mrrr 2 




Fig. 15 




0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 



: ig. 17 



Fig. 18 



4 At- F 




0 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 



Fig. 19 
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Fig. 20 Hg. 21 



VIII • C ontrai ntes et deformations 
d'origine thermique 

Un changement de temperature engendre une modification des dimensions des poutres. 
Si la temperature augmente, la poutre en general s' allonge (dilatation) et inversement 
(contraction). Le plus souvent, les dilatations ou contractions varient lineairement avec 
la temperature et suivent la loi : 

/\I : allongement de la poutre (m) 
L : longueur de la poutre (m) 
AT : accroissement de temperature (K, °C) 
a L : coefficient de dilatation lineique ("C" 1 , K" 1 ) 

Exemple : une bane en cuivre de 1 m, a 20 °C, est chauffee jusqu'a 200 "C. 

Deterrninons sa longueur finale. 

AL = (16,6 x 10- 6 ) x 1000 x (200 - 20) =* 3 mm 

L = 1000 + 3 = 1003 mm 







Exemples de valeurs de 


a L ( 10- 6 


mm.°C) 




Aluminium 


25,0 


Acier inox 


17,3 


Polyethylene 




Magnesium 


23,0 


Invar (Fe + 36 % Ni) 


1,5 


avec 33 % fibres de verre 


48,0 


Cuivre 


16,0 


Fontes (FGL) 


12,0 


Polystyrene 


70,0 


Fer 


12,0 


Laiton 


18,9 


A1 2 0 3 


6,7 


Nickel 


13,0 


Epoxyde 


55,0 


Zr0 2 stabilise 


10,6 


Plomb 


29,0 


Nylon 6-6 


80,0 


SiC 


4,3 


Silicium 


3,0 


Nylon 6-6 avec 




Si 3 N 4 


3,3 


Tungstene 


4,5 


33 % fibres de verre 


20,0 


Granite 


8,7 


Zinc 


30,0 






Gres 


17,1 


Acier 


12,0 


Polyethylene 


100,0 


Verre 


9,0 



AL =- . L . AT 
e = . AT 
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IX • Systemes hyperstatiques 

Le plus souvent, les actions aux appuis et les efforts interieurs sont determines a partir 
de 1' application du principe fondamental de la statique. Cependant, dans un certain 
nombre de cas, la statique seule ne suffit pas car le nombre des inconnues est trop eleve. 
Les problemes sont dits hyperstatiques ou statiquement indetermines. 
Les resolutions sont possibles grace a des equations supplementaires ecrites a partir des 
deformations du dispositif. 

Exemple 

Une barre est fixee en A et B sur un 
support rigide (bati) suppose indefor- 
mable (L = constante). 
La barre supporte en C une charge 
verticale F. 

Determinons les actions exercees par 
les appuis en A (F A ) et en B (F B ). 

Resolution 

Le principe fondamental de la statique 
donne une seule equation : 



bati fixe^ 



barre 



IB 



F A + F R = F 



(1) 



Fig. 22 



IF 



On ne dispose que d'une equation pour deux inconnues F A et F B , le systeme est dit 
hyperstatique d'ordre 1. 

Ecrivons une equation supplementaire a partir des deformations en remarquant que l'al- 
longement total de la poutre est nul. 

^AB ~ ^AC + bLcB = 0 

AL AC est l'allongement (positif) du troncon AC et AL CB le raccourcissement (negatif) du 
troncon CB. 

a = F / S = Ee = E (AL/ L) donne AL = (FL/ES) 

^ac + ^cb- £S ES EST ES 
d'ou : F A ■ a - F B . b = 0 (2) 



La combinaison des equations (1) et (2) donne : 
A a+b B a+b 



X - C ontrai ntes dans une section inclinee 

Determinons les contraintes exercees dans une section inclinee de Tangle a, n est la nor- 
— > 

male a la coupure et t appartient au plan de celle-ci. 
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n 



interieurs 

-F 



coupure oblique 




contraintes , 
-T 



M 




Fig. 23 

L'equilibre statique du troncon AG montre que les efforts interieurs se reduisent a R G = F 
en G barycentre de la section inclinee. En projetant R c sur n et t, on obtient 1' effort nor- 
mal N a et P effort tranchant T a dans la coupure : 

N„ = R n COS a = F COS a et T„ = R n sin a = F sin a. 




Fig. 24 



Les contraintes <7 n dans la section sont identiques en tout point et paralleles a Paxe (x) 
de la poutre. En projetant sur n et t, on obtient la contrainte normale a la coupure 
a a et tangentielle z En remarquant que S 0 = S COS a (S 0 = aire de la section droite et 
S = aire de la section inclinee) et que <7 0 = F/S 0 \ 



a a = ^ = ^ cos a = £ cos 2 a = o Q cos 2 « 
o o 0 o 0 



r _ T a _ Fsinctcos a 

I'fY — o — r* 



= cr 0 sin a cos a, 



a a = (Jq cos* a 
r a = ct 0 sin a cos a 



<J a est maximale pour a = 0 {a a maxi = o 0 ) 

et T a est maximale pour a = 45" (r a maxi = V 2 O" 0 ). 

Remarques : lorsque les materiaux ont une resistance au cisaillement plus faible, la rup- 
ture par traction ou compression se produit dans un plan incline a 45°, plan ou les 
contraintes de cisaillement T a sont maximales. 

En revanche, si la resistance en traction est proportionnellement plus faible, la rupture 
a lieu dans une section droite (a = 0). 




Fig. 25 
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EXERCICES A RESOUDRE 



G Le t£> leau ci-dessous recapitule les resultats d'un essai de traction effectue sur 
une eprouvette en acier a haute teneur en carbone traite thermiquement. F est la 
charge sur 1' eprouvette et AL son allongement : 

F (kN) 0 51,8 72 93,2 109 141,6 149,6 161 170 

AL(mm) 0 0,0255 0,035 0,046 0,0535 0,076 0,101 0,152 0,203 

F (kN) 177,2 186,8 197,6 214,4 227 235 242 246,6 rupture 

AL (mm) 0, 254 0,355 0,508 0,162 1,016 1,210 1,524 1,180 

Le diametre initial de l'eprouvette est de 17,68 mm, le diametre ultime de 16,41 mm, 
la longueur testee de 25 mm et la longueur ultime 26,75 mm. 

a) Tracer le graphe contrainte (j- deformation e. 

b) F,n dednire R . R e , E, A % et Z %. 

Reponse 

R, = 1 000 N.mm-2 ; R„ =570 N.mm" 2 ; £ = 200 GPa ; A % = 1; Z % = 13,85. 



G Reprendre Texercice 1 avec une eprouvette en alliage d' aluminium ; diametre ini- 
tial 17,82 mm ; diametre ultime 15,93 mm ; longueur testee 250 mm ; longueur ulti- 
me 316,5 mm et resultats d'essai : 



F (kN) 0 
AL (mm) 0 
F(kN) 38,44 
AL (mm) 3,80 



14,94 
0,2 
42,08 
7,60 



18,06 
0,25 
45,28 
10,15 



23,4 
0,50 
49,90 
15,25 



28,46 
1,00 
56,04 
30,50 



31,68 
1,50 
58,72 
40,65 



34,16 
2,05 
60,86 
50,80 



35,06 37,36 

2,55 3,80 

63,08 65,12 

60,95 69,60 



El Reprendre l'exercice 1 avec une eprouvette en alliage de magnesium ; diametre 
initial 12 mm ; diametre ultime 11,74 mm ; longueur initiale 30,000 mm ; longueur 
ultime 32,61 mm et resultats d'essai (L = longueur de l'eprouvette) : 



F(kN) 0 5 10 15 20 25 26,5 27 26,5 25 

L(mm) 30,000 30,030 30,059 30,089 30,15 30,51 30,90 31,50 32,10 32,79 



mm Deux troncons (1) et (2) en matiere plastique sont colles comme I'indique la figure. 
La resistance a la rupture par traction de la colle est de 235 da N.crrr 2 pour des tem- 
peratures variant de - 60 °C a 120 "C. Si la section collee est rectangulaire 
(50 x 70 mm), determiner l 'effort de traction admissible par le joint colle. 

Reponse 

70 



225daN. 

-F 
-< 




1 


colle 2 






Y 


/ 


F 

*■ 










Fig. 26 
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B Reprendre l'exercice 4 avec la sec- 
tion circulaire creuse proposee. 




Fig. 27 



Q Une chaine se compose d'une suite 
de maillons soudes les uns derriere les 
autres. La limite a la rapture de l'acier 
utilise est de 63 daN.mrrr 2 . Determiner 
la force d'extension maximale F que 
peut supporter la chaine si le coefficient 
de securite adopte est de 5. 

Reponse 



=79i7daN. 




Fig. 28 



H Une poutre tubulaire (diametre exterieur 400 mm, epaisseur e) en acier (limite a 
la rupture R r = 380 MPa ; limite elastique R e = 240 MPa), appartenant a la charpente 
metallique du Centre Pompidou a Paris, supporte un effort de traction de 400 kN. Le 
coefficient de securite adopte, par rapport a R e , est egal a 6. a) Determiner l 'epais- 
seur e minimale admissible pour la construction, b) La longueur de la partie tubulaire 
de la poutre est de 3,5 m ; determiner son allongement si £ = 200 GPa. 



400 kN 




Fig. 29 



400 kN 
► 




Q Le fer H, repere 1 sur la figure, sup- 
port un effort de compression de 
50 000 daN. Le fer est soude sur un plat 
carre en acier de cote b repere 2. 
L' ensemble repose sur un support circu- 
laire 3 en beton de diametre d pose a 
meme le sol. a) Calculer la section du fer 
H si la contrainte admissible de l'acier est 
de 10 daN. mm -2 , b) Determiner l e cote b 
du carre 2 si la contrainte admissible en 
compression du beton est de 
0,4 daN.mrrr 2 . c) Calculer le diametre d 
du socle 3 si la contrainte admissible a 
l'ecrasement du sol est de 2,5 daN.cm -2 . 



50 000 daN 




Fig. 30 
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H L'appareil propose est utilise pour la 
reeducation des muscles. II se compose de 
deux brides 1 et 2, supposees indefor- 
mables, liees par cinq sandows 3, 3', 4, 4' 
et 5. Le sandow 5 a pour longueur L Q , les 
sandows 4 et 4' ont pour longueur 1 , 1 L 0 
et les sandows 3 et 3' 1,2 L 0 . Les Sdn- F ' 9 ' 31 

dows ont tous la meme section S = 20^ mm 2 , lesdeformations sont elastiques. 

a) Determiner l'intensite des efforts F 5 , F 4 et F 3 appliques dans chaque sandow 

lorsque la longueur commune des cinq sandows est egale a 1,5 L Q . On donne 
^caoutchouc = 0,75 N.mm" 2 . b) En deduire l'effort total Fa exercer sur les poignees pour 
maintenir l'appareil en equilibre. 

R&ponse 

F 5 = 75 N ; F 4 = 54,55 N ; F 3 = 37,5 N ; F = 259,1 N. 



O Un bloc de beton est teste en com- 
pression diametre initial 100,000 mm ; 
diametre final 100,007 ; longueur ini- 
tiale 200,00 mm, longueur finale 
199,88 m rr ; crnarge d'essai 
F = 118 kN. Determiner E et le coeffi- 
cient de Poisson. 

Reponse 

E = 25 kN.mnr 2 ; y = 0,116. 



Fig. 32 




(_) Pour controler la charge d'un 
avion, on place des jauges de contrain- 
te sur le train d'atterrissage. Une jauge 
collee sur un pied de forme tubulaire 
donne les indications : £j = 0,000 68 
en position dechargee et e 2 = 0,001 36 
en charge. Determiner la charge sup- 
plementaire si £) = 200 mm, 

a' = 188 mm et E = 75 GPa. 



0188 




Fig. 33 



Ul Une barre en fonte, E = 100 GPa, 
v = 0,3, supporte une charge de com- 
pression de 140 kN. Determiner le rac- 
courcissement de la longueur, 1' aug- 
mentation du diametre et la diminution 
du volume. 



AL = - 0,1426 ; Ad = 0,0107 ; AV = 112 mm 3 . 



L = 200 mm 



Reponse 




Fig. 34 



Une tige en acier, de diametre 
12,5 mm et de longueur 1 m, supporte 
une charge de traction de 1 500 daN. 
a) Determiner la contrainte et l'allonge- 
ment dans la tige si E = 200 GPa. b) La 
tige en acier est remplacee par une autre 
en aluminium (meme longueur). Quel 
doit etre le diametre d pour que les allon- 
gements des deux tiges soient identiques 
(£ alu = 75 GPa). c) En deduire la 
contrainte dans la tige en aluminium, 
d) Si la masse volumique de 1' acier est de 
7 800 kg.nr 3 et celle de l'aluminium de 
2 500 kg.m" 3 , determiner le rapport des 
masses des deux tiges. 

Reponse 



(7j = 122 N.mnr 2 ; AL = 0,61 mm ; d 2 = 20,4 mm ; 
<r 2 = 45,8 N.mnr 2 ; m 1 /m 2 a 1,17. 
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U Un plat (60 x 10) comporte un 
retrecissement de rayon r = 10 mm et 
un trou de diametre d = 8 mm. Si la 
force de traction F = 1 000 AaN, deter- 
miner les contraintes maximales au 
niveau du retrecissement (c7 r ) et au 
niveau du trou (<T t ). 




R&ponse 

o T = 41,2 MPa ; o; = 76,6 MPa. Fig. 35 



EE! Reprendre l 'exercice 14 avec d = 12 et r = 6. Si la contrainte admissible en trac- 
tion est de 100 MPa, determiner la charge F maximale tolerable. 



03 Pour t plat propose avec trou et 
retrecissement, determiner les 

contraintes maximales engendrees si la 
force de traction F = 1 000 daN. 

Reponse 

a, = 37,5 MPa retrecissement a, = 30 MPa. 

Fig. 36 



eprendre l'exercice 16 avec d = 8 et r = 20. Pour quelle valeur de r les 
contraintes au niveau du trou et du retrecissement sont-elles egales ((T t = (7 r ) ? 




Une eprouvette en aluminium 
(E = 70 GPa), symetrique, est utilisee 
pour un essai de traction, a) Si la limite 
elastique du materiau est de 200 MPa, 
determiner la charge F limite corres- 
pondante et l'allongement. 
b) Comparer avec une barre de section 
constante 60 x 10. 









si 


CD ' 




150 


300 rr 
-< 


\ 


150 





F 



Fig. 37 



m Une transmission est construite a 
partir de trois fers plats de 6,5 mm 
d'epaisseur, de 32 mm de largeur et de 
800 mm de longueur. Au moment de 
P assemblage, il apparait que la barre 
centrale mesure exactement 0,75 mm 
de moins que les deux autres barres. 
Determiner la contrainte dans chaque 
barre apres assemblage (£ = 
20 000 daN. mm -2 ). On suppose qu'au- 
cune charge exterieure n'est appli- 
quee a P ensemble monte. 




Fig. 38 

Reponse 



<t, = a 3 = 6,25 daN.mrrr 2 ; o 2 = 12,5 daN.mrrr 2 (probleme hyperstatique). 
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2 1. Traction 



^ Une poutre en beton est renforcee 
avec 4 fers en acier de diametre d 
inconnu. La poutre est rectangulaire 
(ZOO x 220). La contrainte admissible 
en compression du beton est de 
7 N.mrrr 2 (£ b = 1400 daN.mm- 2 ) ; ceUe 
de l'acier est de 150 N.mrrf 2 (E, = 
20 000 daN.mm- 2 ). Si la poutre doit 
supporter une charge de compression 
F = 50 000 daN, determiner le dia- 
metre d des fers. 




F 

>■ 




-F 








50 000 daN 



4 fers 0 d 



Fig. 39 



Q Le montage d'essai propose se com- 
pose de deux barres 1 et 3 en bronze de 
meme section (S 1 = S 3 = 9,35 cm 2 ) et 
d'une barre 2 en acier (S 2 = 6,25 cm 2 ). La 
barre 2 mesure 250 mm et les barres 1 et 
3 mesurent 250,3 mm, On applique la 
charge de compression f de 30 000 daN 
sur le bloc 4 suppose parfaitement indefor- 
mable. a) Determiner les contraintes dans 
les trois barres apres chargement. 
b) Determiner le raccourcissement des 
barres. 

E bro ™ = 105 



GPa;£ acie = 200 GPa. 



a, = <r 3 = 14,7 daN.mm- 2 ; 

(T 2 = 4,03 daN.mm" 2 ; 

ALj =AL 3 = 0,35 mm ; AL 2 =0,05 am- 



Reponse 



30 000 daN 




Fig. 40 



E&l Deux barres de meme diametre 
(30 mm) sont assemblies comme l'in- 
dique la figure. Le jeu au montage est de 
0,2 mm a la temperature ambiante. La 
barre 1 est en cuivre ((Xq = 16,6 x 
10-V°C ; L c = 50 mm ; E = 105 GPa) 
et la barre 2 en aluminium (a, = 25 x 
10-y°C ; L a = 100 ; E a = 75 GPa). 
a) A partir de quel accroissement de 
temperature le jeu s'annule-t-il ? b) Si la 
temperature croit de 150 °C, determi- 
ner les contraintes et les retrecisse- 
ments des barres. 

Reponse 

AT= 60°C; cr, = <r 2 = 166 N.mnr 2 ; 
AL a = 0, 221 ; AL C = 0,079. 




Fig. 41 
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U Le dispositif de l'exercice 22 est utilise comme systeme de controle thermique, le 
cuivre est remplace par du laiton (£ L =103 GPa , L L = 20 ; section 50 mm 2 ; (\ = 
19,1 x 10~V°C) et raluminium par du magnesium (£ = 45 GPa ; L m = 30 ; section 
100 mm 2 ; a,„ = 26,1 x 10^/°C). Reprendre les memes questions si le jeu initial est 
de 0,1 mm. 



Q Deux poutres en bois de section 
rectangulaire (a x b) sont collees comme 
l'indique la figure, a = 30" ; 
a = 100 mm ; b = 60 mm. Si la charge 
de traction supportee est 
F = 1 000 daN, determiner les 
contraintes normales et tangentielles 
dans le joint colle. 



joint colle 




Fig. 42 



□ Reprendre l'exercice 24 avec a = 65" ; a = 120 ; b = 80 et F = 400 daN. 

Reponse 

0 = 0,342 N.mnr 2 ; f = 0,160 N.mrrr 2 . 



U Reprendre l'exercice 24 avec a = 120 ; b = 80 et F = 960 daN. On impose les 
contraintes admissibles <7 a = 1,1 MPa et T a = 1,4 MPa dans le joint colle. 
Quels sont les coefficients de securite de l'assemblage pour a = 20" ; a = 35" ; 
a = 45" et le mode de rupture aux charges elevees ? 

Reponse 

S 20 = 4,35 (cisaillement) ; S 35 = 2,98 (cisaillement) ; S 45 = 2,2 (traction). 



Q Un tube de 400 mm de diametre 
est realise a partir d'une tole d'epaisseur 
e = 6 mm soudee en helice (angle d'he- 
lice = 22"). Determiner les contraintes 
normale et tangentielle dans le cordon si 
P effort de compression supporte par le 
tube est F = 300 kN. 




en helice 



Fig. 43 



^ Reprendre l'exercice 27, les contraintes admissibles par le materiau du cordon 
sont a a = 165 MPa et T a = 110 MPa. Determiner la charge maximale (F maxi ) suppor- 
table. 
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CISAILLEMENT 



Objectifs 

■ Definir l'effort tranchantT, la contrainte de cisaillement t, 
Tangle de glissement y, le module d'elasticite transversal G et la 
loi liant T avec y. 

■ Dormer quelques applications usuelles du cisaillement. 



1- Definition • Exemples 



L' etude du cisaillement ressemble a celle de la traction (formules analogues, etc.). 
Exemple 1 

Une cisaille hydraulique est utilisee pour cou- 
per des ronds, fers et plats de petites dimen- 
sions. Elle se compose d'un bati (0), d'un cou- 
lisseau (4) en liaison glissiere par rapport au 
bati (translation verticale), d'une lame fie (2), 
d'une lame mobile (1) (liee au coulisseau) et 
d'un verin hydraulique fournissant l'effort de 
coupe (5). 

Les efforts de cisaillement A 1/3 et B 2/3 exerces 
par les lames sont perpendiculaires a la 
poutre (3). Le cisaillement du rond se traduit 
par le glissement de la section droite Sj par 
rapport a la section droite S 2 qui lui est direc- 
tement en contact (fig. 2). 




Fig.l 



lame 1 



«V3 



cisaillement 



B \3 
lame 2 



"2/3 N — 
A|/3 = ~ ^2/3 



/ glissement de S t 
par rapport a S 2 



Fig. 2 
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Exemple 2 

Trois blocs de bois identiques ^1), 
(2) et (3), de forme parallelepipe- 
dique, sont colles en chape 
comme l'indique la figure. 
L' assemblage supporte une char- 
ge F suivant son axe de symetrie. 
Les deux faces collees ABCD et 
A'B'C'D', de meme aire, sont 
soumises a un cisaillement de 
meme nature que celui de 
l'exemple 1. 




II- Effort trenchant T 

Pour l'exemple 1 du paragraphe 
1, les actions exercees par S 2 sur 
Sj sont schematisees par une infi- 
nite de petites forces Af h A/ 2 , . . . , 
Af n agissant sur les surfaces 
elementaires ASj, AS„ . . . AS, et 
telles que : 

Sj - AS, + AS, + .,, + AS,,. 
T, resultante des actions prece- 
dentes, point d' application G le 
bary centre de la section S v est egal et oppose a Ms (par application du principe fon- 
damental de la statique). 

T = A/j + A/ 2 + . . . + A/ n = - A 1/3 = effort tranchant 



Exemple : reprenons l'exemple 2 du paragraphe 1 avec 
F = 200 daN. Par symetrie, les faces cisaillees ABCD et A'B'C'D' 
supportent le meme effort tranchant T. L'equilibre du bloc donne : 
T = F / 2 = 100 daN 

T est applique en G centre du rectangle ABCD 
et en G' centre du rectangle A'B'C'D'. 



'ig. 5 

III • Contrainte de cisaillement t 

Si M 1; M 2 , . . . . M n sont les centres des petites surfaces AS,, AS,, . . ., AS,, en chaque 
point la contrainte tangentielle % est definie comme la limite du rapport Af sur AS lorsque 
AS tend vers 0 ou devient tres petit : 

T 1= lim (#) ; T 2 = lim ; ... ; T n = lim (^) 

1 aSj^o^ASJ AS 2 ^o^AS 2 j AS n -^o^AS n J 








f 






i 






B. 

f 


G 


i 

G' 


.B' 

'f 

A' 


A 
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22. Cisaillement 




contrainte 
tangentielle 
uniforme 




Fig. 6 

Remarque : T 1; T 2 , • • • • T„ sont contenues dans la section droite, contrairement aux 
contraintes normales a qui lui sont perpendiculaires. 

Contrainte tangentielle uniforme r 




Dans le cas du cisaillement, on suppose que toutes les 
contraintes tangentielles sont identiques. Autrement dit, il y 
a repartition uniforme des contraintes dans la section 
cisaillee (l = T x - T 2 = • • • T n ). H en resulte que : 



X : contrainte tangentielle N.mm" 2 ou MPa 

T : effort tranchant (N) 

S : aire de la section droite cisaillee en mm 2 



Fig. 7 



Exemple : reprenons l'exemple 2 du paragraphe I avec F = 200 daN, AB = CD = 
3 cm, AD = BC = 10 cm et determinons la contrainte de cisaillement dans le joint colle. 

S = 30 x 100 = 3 000 mm 2 ; T = £ = 1 000 N 
t = J = 1^ = 0,333 N.mm- 2 = 0,333 MPa 



IV - Calcul des constructions 

On utilise le meme raisonnement qu'en traction, pour la plupart des constructions, sauf 
pour les cas ou la rupture est recherchee, la contrainte tangentielle t dans la section 
cisaillee doit toujours etre inferieure a. la contrainte admissible au cisaillement du mate- 




avec 



R pg ; resistance pratique au glissement ou au cisaillement 
R eg : limite elastique au cisaillement (analogue a R e ) 
R g : limite a la rupture par cisaillement (analogue a R,) 
S : coefficient de securite. 
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Remarques : R eg et R g sont des donnees obtenues par essais sur les materiaux. Pour la 
plupart des metaux et alliages, en premiere approximation : 

T adm OU R pg peuvent egalement etre definis a partir de R g (voir chapitre "generalites de la 
RDM"). 

Exemple : reprenons l'exemple 2 du paragraphe 1, avec AB = A'B' = 30 mm ; 
BC = B'C = 100 mm. Si la contrainte admissible au cisaillement dans le joint colle est 
de 900 kPa, determinons la charge F maximale supportable. 

S = 30 xl00 = 3 000mm 2 ;T = F/2 

t = X = _F_ F <= 09N mm" 2 

S 2S 2x3000 ' 

F =s 0,9 x 2 x 3 000 = 5400N 



V - Deformation - Angle de glissement y - 
Relation entreiety 

Dans le cas du cisaillement, les deformations sont caracterisees par un glissement des 
sections droites les unes par rapport aux autres. Le glissement est mesure par Tangle y 
(gamma) appele angle de glissement (unite : radian). 



Exemple 1 

Un bloc en elastomere est colle entre 
une plaque rigide et un support fixe. La 
plaque permet de bien repartir 1' effort 
de cisaillement T sur tout le bloc. 
Le cisaillement amene un glissement 
des sections droites successives les 
unes par rapport aux autres (analogie 
avec un jeu de cartes que Ton etale sur 
une table). 



REP0S 



^77 

bloc elastomere 



plaque rigide 



collage 
support fixe 



'u y 



T= F 




Fig. 8 



Le glissement peut etre caracterise par Tangle J, appele angle de glissement et tel que 
tan y= a/h. 

Si y est petit : tan y y = a/h. 
Exemple 2 

Meme raisonnement pour la cisaille du 
paragraphe 1. Le glissement de la sec- 
tion droite S 1 par rapport a la section 
droite S 2 peut etre defini par un angle 
de glissement y analogue a celui de 
l'exemple 1. : ig. 9 

Remarque : comme en traction, il existe des deformations elastiques (cas du bloc elas- 
tomere) et des deformations plastiques (cas de la cisaille). 
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Relation entre % et y 



Lorsque les deformations sont elastiques, la contrainte de cisaillement % est propor- 
tionnelle a Tangle de glissement y 
Autrement dit : 

T : contrainte tangentielle (N.mm -2 ou MPa) 
X - Gy y: angle de glissement (radian) 

r . 1 G : module d'elasticite transversal (N.mm -2 ou MPa) 



Remarques : la loi est analogue a la loi de Hooke (J = EE avec G constante caracteris- 
tique du materiau comme £ (pour les metaux G =a 0,4 E). 



G = — £ — 
2(1 + v) 



E : module d'elasticite longitudinal 
G : module d'elasticite transversal 
v : coefficient de Poisson. 



Exemple : reprenons l'exemple du bloc elastomere parallelepipedique (c x b x h) avec 
c = 50, b = 100 mm et G = 800 kPa. Determinons ysi T = 100 daN et a si h = 25 mm. 
T ' 1000 



T = 



cxb ~50xl00 

0,2 



= 0,2 N.mm- 2 



7= ^ = = 0,25 rad = 14,3° et a = h tan y= 6,4 mm. 



VI •Applications 

1, Calcul approche des articulations cylindriques 





solution 1 
(en ports ^ faux) 




solution 2 

(en chape) 



Fig. 10 



La liaison pivot entre 1 (tirant) et 2 est realisee par l'intermediaire d'un axe cylindrique 
3. Dans les deux cas, Taction exercee par le tirant est F = 10 000 daN. Les axes 3 sont 
realises dans le meme acier dont la contrainte admissible au- cisaillement est de 

5 daN.mnrr 2 . 
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Determinons et comparons les diametres d 1 et d 2 des deux solutions. 




T= T = 10000^ R 5daNmm - 2 



4 ) 



d x 5: 50,5 mm 



Solution 2 



Am 
(5 000) 



(5 000) 



1 'F 



/ll 
J 


I c 
II 


1 
1 


fl Dm 



ft 



1/3 



_ 5 — ZT,_ 
rf +r 



0 



'1/3 



(5 000) (5 000) 



Fig. 12 

7 = | = 5000daN 
T = ! = p^R pg = 5daN.mm- 2 



5000x4 



5k 

d 2 S= 35,7 mm 



Remarques : 4 = -/2 = 1,414 

Lorsque les efforts sont importants, les constructions adoptent 2, 3, 4 (ou plus) sections 
cisaillees en parallele. 

Un calcul plus precis peut etre realise en flexion. 



2. Assemblages rivetes et boulonnes - Calcul si i pi if ie 

a) Assemblages rivetes 

Pour certains types de construction (car- 
lingues d' avion, etc.), les assemblages rive- 
tes sont preferes aux assemblages soudes 
plus sensibles au phenomene de fatigue. 

Exemple : les barres (1) et (2) sont liees 
par un rivet (3) en aluminium de diametre 
d = 10 mm et de resistance a la rupture par 
glissement R g = 10 daN.mm" 2 . 
Determinons l'effort F admissible. 

Resolution 

Nous avons une seule section cisaillee : 




F=T=TS = R g .S=10x 



71X10^ 



Fig. 13 



= 785 daN 
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ZZ. Lisalllement 



Remarque : pour determiner l'effort F admissible par l'assemblage, il faut egalement 
tenir compte de la resistance au matage des barres et du rivet ainsi que de la resistance 
a la traction des barres. 

b) Assemblages boulonnes 

Le mode de calcul et les remarques sont 
identiques aux assemblages rivetes. 

Exemple (fig. H) : pour l'assemblage pro- 
pose, a trois boulons ajustes en acier, 
d = 12 mm, la contrainte admissible au 
cisaillement des boulons = 30 daN.mrrf 2 . 
Determinons l'effort F admissible. 

Resolution 

Si les trois boulons sont charges de la 
meme facon, chacun supporte une charge 
egale a F/3. II y a deux sections cisaillees 
par boulon et chaque section supporte un 
effort tranchant T egal a F/6. Fig. 14 

T = F/6 = r . S = Rpg . S = 30 x{^^)= 3 393 daN 

d'ou : F = 6 x 3 393 = 23 358 daN 




3, Assemblages soudes 

Nous nous limiterons ici au cas du cisaillement. 



Exemple 




Fig. 15 



L'assemblage des fers plats (1) et (2) est realise par 1' intermediate des cordons de sou- 
dure AB et CD. L'epaisseur e des cordons est de 10 mm, la longueur de 50 mm. La 
limite admissible au cisaillement du metal d'apport est R pg = 8 daN.mrrf 2 . 
Determinons l'effort F admissible par le montage. 
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Resolution 

Dans le cas de 1' assemblage propose, les contraintes de cisaillement sont preponde- 
rantes. Le calcul au cisaillement sera effectue dans la plus petite section transversale du 
cordon (section e . L = 10 x 50). On supposera que dans cette section, les contraintes 
sont uniformes. 

F = T . S =£ R pg . S (S = S AB + S CD = e . I + e . L = 1000 mm 2 ) 
F iS 8 x 1 000 = 8 000 daN 

Remarque : les cordons de soudure sont soumis a une legislation et a des normes par- 
ticulieres, surtout en ce qui concerne les appareils soumis a des pressions, des 
contraintes thermiques (flamme, vapeur) et a de la fatigue. Des coefficients de qualite 
sont a appliquer en plus des coefficients de securite habituels. 



EXERCICES A RES0UDRE 



O Les plats 1 et 2 sont colles comme l'indique la figure. La resistance a la rupture 
en traction de la colle est de 235 daN. cm -2 , sa resistance au cisaillement est de 
175 daN. cm -2 . La colle etant uniformement repartie sur la surface rectangulaire 
(30 x 70), determiner l'effort de traction admissible F par l'assemblage. 



3 675 daN. 



Reponse 




-F 






- 


i 1 


— * — 1 - 










■ ■■ ' 1 

1 

f ! 




F 




-M 











Fig. 16 



• I Les cylindres 1 et 2 sont colles comme l'indique la figure. La resistance a la rup- 
ture par traction de la colle est de 240 daN.cm -2 , sa resistance au cisaillement est de 
180 daN.cm -2 . La colle est repartie uniformement sur le cylindre de diametre 30 mm 
et de longueur / inconnue. L'effort F supporte par le montage est de 2 600 daN. 
Calculer la longueur / minimale a donner au joint colle du montage. 
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D Les feuilles de plastique 1 et 2 sont collees comme l'indique la figure proposee. 
La contrainte de cisaillement admissible dans le joint colle est de 8 daN.crrr 2 . Quelle 
est la longueur L necessaire si l'ensemble supporte un effort de traction F~ de 
3 000 daN ? 



Reponse 



L a 250 mm. 



Fig. 18 




3 000 daN 



Ll une a 1-lCUl ati ion cylindrique entre 
deux barres plates 1 et 2 est realisee 
comme l'indique la figure. La liaison est 
assuree par un axe cylindrique 3 de dia- 
metre d inconnu. L'effort maximal sup- 
porte par la liaison est de 5 000 daN. 
La resistance pratique (ou admissible) 
au cisaillement du materiau de l'axe est 
de 5 daN .mm' 2 . Determiner le diametre 
a' de l'axe 3. Indiquer la (ou les) sec- 
tion^) cisaillee(s). 




F 5 000 daN 



Fig. 19 



U L' articulation proposee assure la 
liaison (pivot) entre la chape 1 et le 
tirant 2 au moyen d'un axe 3 arrete en 
translation par deux circlips 4. La resis- 
tance admissible au cisaillement de l'axe 
3 est egale a 80 MPa. Si le diametre d 
de l'axe est egal a 50 mm. determiner 
l'effort F maximal transmissible par la 
liaison. 

Reponse 

F< 31416 daN. 




Fig. 20 



Q Le maillon de chaine de transmis- 
sion propose se compose de deux 
flasques 1 et 2 dont la liaison est assu- 
ree par un axe 3. Compte tenu des 
dimensions indiquees, calculer les 
contraintes de cisaillement dans l'axe 3. 





^fjfetl K^& um 
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H L'ensemble propose est un maillon de chaine a montage et demontage rapide. Le 
maillon permet la constitution rapide d'elingues, ainsi que des assemblages entre chaines, 
crochets et anneaux. Le maillon est construit a partir de deux demi-anneaux 1 et 2. La 
liaison est assuree par l'axe 3 de diametre d (d = 8 mm). L'effort 7^ admissible par le 
maillon est de 2 010 daN. Determiner le s contraintes de cisaillement dans l'axe 3. 

Reponse 



10 daN.mnr 2 . 



2 010 daN ■* 




2 010 daN 



Fig. 22 



[_] Deux planches de bois 1 et 2, 
d'epaisseur e = 20 mm, sont collees 
comme l'indique la figure. Si la 
contrainte admissible au cisaillement du 
joint colle est de 900 kPa et si 
F = 300 daN, determiner la longueur a 
necessaire pour faire 1' assemblage. 



planche 1 



colle 



planche 2 




Fig. 23 



mm L' assemblage des plats 1 et 2 de la 
figure ci-contre est realise par l'interme- 
diaire de, deux cordons de soudure. 
L'effort F supporte par le montage est 
de 8 000 daN. La contrainte de cisaille- 
ment admissible du metal d'apport est 
de 10 daN.mrrr 2 . Determiner l'epais- 
seur minimale e des cordons. 



S 



000 daN 



I 



• F/2 
4 0 0 0 



Fig. 24 



Q Reprendre l'exercice 9, e = 12 mm, en deduire 1 'effort Fadmissible par l'assemblage. 



LJ Une poutre en bois supporte une 
charge de compression F = 400 daN. 
La poutre est maintenue par une cale 
fixe. Les frottements sont negliges. 
Determiner les contraintes de cisaille- 
ment engendrees dans la section ABCD 
et les contraintes de compression dans 
la section DJEA. 

Reponse 

t- 1,33 MPa;(T=4MPa. 




Fig. 25 



EB Reprendre l'exercice 11. On impose pour le bois une contrainte admissible en 
compression de 20 MPa et une contrainte limite au cisaillement de 2,5 MPa. Ouelle. 
est la charge F admissible par l'assemblage ? 
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22. Cisaillement 



Q L' assemblage propose axe acier et 
poutre en bois supporte une charge F 
de 500 daN. Determiner les contraintes 
dans la partie cisaillee de la poutre 
(ABCD et A'B'C'D) et les contraintes 
de cisaillement dans l'axe en acier. 

Reponse 

^ = 2,08 MPa;^ 31,8 MPa. 




Fig. 26 



O Reprend re l'exercice 13. On impose pour le bois une contrainte admissible au 
cisaillement de 3 MPa et pour 1' acier une contrainte admissible au cisaillement de 
180 MPa. Determiner la charge F maximale tolerable par 1' assemblage. 



Un crochet est fie dans un plafond 
de hauteur h et supporte une charge 
<verticale F* de 200 daN. a) Si la 
contrainte admissible au cisaillement du 
materiau du plafond est de 1 MPa, 
determiner h. b) Si la contrainte admis- 
sible en traction du crochet est de 
100 MPa, determiner son diametre d. 

Reponse 



0 A = 60 mm 




plafond / 0 d 



F (200 daN) 



h - 10,6 mm \d 3° 5 mm. 



Fig. 27 



i_) Un axe epaule en acier supporte un 
effort de tension F. a) Si la contrainte 
admissible en traction de la partie de 0 
28 mmegt de 160 MPa, determiner la 
charge F maximale tolerable, b) Si la 
contrainte admissible au cisaillement du 
materiau de l'axe est de 80 MPa, en 
deduire la valeur de h. 




Fig. 28 



GQ Un poincon 1 realise un trou 
oblong dans une tole de 3 mm d'epais- 
seur (2). a) Si la resistance a la rupture 
par cisaillement du materiau de la tole 
est de 25 daN.mnr 2 , determiner 1'effort 
F necessaire au poinconnage. b) En 
deduire la contrainte de compression 
dans le poincon. 

Reponse 

F = 19 712 daN ; <r = 8,52 daN.mnr 2 . 



1 — 


f~~~~T' 


1 


1 


^2 


X 




r. 




100 



Fig. 29 




0 20 



EE Reprendre ici l'exercice 17 avec 
trou propose. 



le 



Fig. 30 



0 20 
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RESISTANCE DES MATERIAUX 



Un accouplement 3 a 
deux goupilles 4 et 5 permet 
la transmission de puissance 
d'un arbre 1 vers un arbre 2. 
Le couple maximal a trans- 
mettre est de 300 Nm, le dia- 
metre des arbres est de 
40 mm. Si la contrainte 
admissible au cisaillement du 
materiau des goupilles est de 
300 MPa, determiner leur 
diametre d. 

Reponse 

d -~- 5,64 mm. 




300 Nm 



Fig. 311 



Q La transmission du couple entre un levier 1 et un axe 2 est realise par une cla- 
vette de section 16 x 10 et de longueur | = 30 mm. Determiner les contraintes de 
cisaillement dans la clavette si 1' effort F applique au levier est egal a 90 daN. 



8 




Fig. 32 



S3 Un amortisseur est realise a 
partir de deux blocs en elastomere 
parallelepipediques (ax fi x b) col- 
les sur trois plaques rigides. 
G est le module d'elasticite trans- 
versal de Felastomere. 

a) Determiner la relation entre la+ 
fleche f et la charge supportee F. 
On se place dans le cas des petites 
deformations : y= tan y. 

b) Exprimer la raideur K (K = F/fl 
de P amortisseur. 



Reponse 



plaques 
rigides 



elastomere 













/. 

/ ' ' 










'/ 


X 




* 


.< ■-. 




'/ 
'/ 
'/ 
'/ 

/ *= 
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'/ 
'/ 
'/ 
'/ 

/ ir 


/ 






< 




r=; 


/ 


















< 3 > 




eche 



f qF . i r ._ 2 h b G 
' 2hbG' o ' 



Fig. 33 
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TORSION 



O BJ ECTIFS 

■ Definir 1' angle unitaire de torsion, le moment de torsion M T , les 
contraintes tangentielles X. 

■ Donner les formules fondamentales et des elements concernant 
le calcul des constructions. 

■ Traiter les cas particuliers : concentrations de contrainte et 
poutres non circulaires. 



I-Definition-Exeniple 



Une poutre droite est sollicitee en torsion chaque fois que les actions aux extremites (A 
et B) se reduisent a deux couples M et - M egaux et opposes d'axe la ligne moyenne L . 





■00- 



-JW> 




: ig.i 

Exemple : tige de tournevis. 
Le troncon AB de la tige du tournevis 
propose (longueur 200 mm, diametre 
7 mm) est soumis a une solicitation de 
torsion. Le couple de torsion supports 
par la tige est : 

M B = - M A = F . a = 24 Nm 

Quelles sont les contraintes exercees et 
les deformations correspondantes ? 
C'est ce que nous allons decouvrir 
dans les paragraphes suivants. 



/=200 mm 




M s =F.a= 24 Nm 



Fig. 2 
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Resistance des materiaux 

II • Deformations • Angle unitaire de torsion 0 

1. Constatations experimentales 

Les sections droites avant defor- 
mations restent droites apres 
deformations (restent planes et 
perpendiculaires a la ligne 
moyenne). 

Les fibres ou generatrices initiale- 
ment paralleles a la ligne moyen- 
ne (ou axe de la poutre) s'enrou- 
lent suivant des helices autour de 
cet axe. La longueur des fibres 
restent sensiblement invariable 
ou constante (hypothese de 
petites deformations). 
Les sections droites tournent ou 
glissent en bloc les unes par rap- 
port aux autres (rotations d'axe la 
ligne moyenne). Les rayons GK 
restent droits dans le domaine 
elastique et s'incurvent dans le 
domaine plastique. 

0f x = angle (GK 0 , GK) = angle de torsion entre les sections droites A et G 
a = angle (BD„ BD) = angle de torsion de la poutre 




Fig. 4 



2. Angle unitaire de torsion 6 



Si on suppose que les sections droites tournent toutes entre elles de la meme facon, alors 
Tangle de torsion entre deux sections droites quelconques est proportionnel a la distan- 
ce entre celles-ci. 
Autrement dit : 




Exemple : reprenons l'exemple du tournevis avec M = 24 Nm, si Tangle de torsion a„ 
mesure entre A et B est egal a 14,6° ; determinons 9. 

e = T^^^miY = °' 073 "- mm "' 

Lab ^Uu 

= 73". rrf 1 = = 1,274 radm" 1 
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23. Torsion 



ill - Efforts interieurs • M oment de torsion M n 



La demarche reste la meme qu'aux chapitres precedents, on pratique une coupure Acti- 
ve (S) dans la poutre afin de la diviser en deux troncons pour faire apparaitre et calculer 
(statique) les efforts interieurs ou de cohesion (S est une section droite). 




Fig. 5 



L'etude de l'equilibre de l'un ou l'autre troncon (avec la convention des efforts a droite) 
montre que les actions de cohesion se reduisent a un couple de torsion M T , d'axe la ligne 
moyenne (x), tel que : 



< ~-^-T 

M T = M 

s 



Remarque : dans le cas de la torsion, tous les autres efforts interieurs sont nuls 
(N =T =M S = 0). 



IV - Contraintes tangentielles de torsion t 

En torsion, et dans le cas des petites deformations, les contraintes normales O sont negli- 
geables. 

Les contraintes dans la coupure (S) se reduisent a des contraintes tangentielles ou de 
cisaillement X. 

A partir de la relation T = Gy obtenue au chapitre cisaillement, on montre que la contrai- 
t - K ? T M , en un point M quelconque de la coupure (S) est proportionnelle a la distance 
GM = p entre le point et la ligne moyenne. 



r t : contrainte (N.mrrr 2 ou MPa) 
6 : angle unitaire de torsion (rad.mm -1 ) 
p : rayon GM (mm) 
G : module d'elasn'cite transversal 
(N.mnr 2 oiiMPa) 



Fig. 6 

Remarques : tous les points situes sur un meme cercle de centre G et de rayon p ont 
meme contrainte. Les contraintes sont maximales a la peripheric : T max! = G6R pour 
n . = R . Pour les metaux : G a 0,4 E. 
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RESISTANCE DES MATERIAUX 



Exemples de valeurs de B 




Fig. 7 



Exemple : cas de la tige de tournevis, G = 80 GPal ; 0=1 73 0 .m _1 . Determinons la contrain- 
te de cisaillement maximale dans la tige. 

Diametre de la tige : d = 7 mm d'ou p ma j = d/2=\ 3,5 mm 

di = 73°.m 1 l = - 7 -^5| = 1,271 rad.m-H = 0,001 27 rad-mml 
loU ! 

Contrainte i = GOp^ 80 000 x 0,001 27 x 3,5 - 356 N.mnr 2 



V - Relation entre M T et 0 













coupure J 


G \ 






ti 


(section S) 








t = G0 p 



Fig. 8 

En chaque pointj Ml de la coupure s'exerce, pour l'element de surface AS autour de M, 
une force . AS dont la direction est perpendiculaire al GM. 

Le moment en G de cette force est M G (A/^| = A/| x GM = A/.pJ 

Le moment de torsion M T est egal au moment resultant en G de toutes les forces Af de| 
la section (S). 

M T =Z M g ( A/) = I A/.p = I T.pAS = X G0p 2 AS 
= G^Ep 2 AS = G0f p 2 dS = G0/ o 

Le terme 2| P 2 AS| = | J p 2 dS| = /J est le moment quadratique de la section (S) par rapport t 
au point G (voir chapitre « moment quadratique m en fin d'ouvrage). 



23. Torsion 



Cas particuliers a retenir : 







'° 32 




/ 0 =f (D 4 -rf 4 ) 




. 0 d , 




, 0 D 















o r s 



L' angle unitaire de torsion 6 est proportionnel au moment de 
on M T 
Mj : moment de torsion (Nmm) 
G : module d'elasticite transversal (N.mm -2 ou MPa) 
6 : angle unitaire de torsion (rad.mm -1 ) 
J 0 : moment quadratique par rapport au point G (mm 4 ) 



Exemple : reprenons l'exemple du tournevis avec M T = 24 Nm, d = 7 mm, 
G = 80 GPa, et determinons Tangle unitaire de torsion. 
K <f Jt 7 4 



/q ~ 32 

e= M > 



32 



= 235,7 mm 4 
24.10 r 



Ut = 80000 x235,7 = 0,00127rad.mm- 1 (72,8°. m-) 



VI ■ Relation entre % et M T 

A partir de T = GOp et M T = G6 I 0 , on peut ecrire : GO = i = ^ 

r /ft 

On obtient ainsi : 







f . 


^N.mnr 2 


Mr 






f] ; Nmm 








W '. mi 

o : mm 4 



Exemple : cas du tournevis, M T = 24 Nm, d = 7 mm, la contrainte maximale est 

/„ = 235,7 mm 4 et t = 24 000 X p = 102 p N.mm- 2 

235,7 

^ = 102 P™* = 102 x 3,5 = 356 N.mm" 2 



VII ■ Calcul des constructions 

Sauf pour les cas ou la rupture est recherchee, la contrainte tangentielle maximale (t maxi ) 
doit toujours rester inferieure a la resistance pratique au glissement ou au cisaillement 
(R ) du materiau. 
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RESISTANCE DES MATERIAUX 

Autrement dit : 



"rnavi 



Mr 



X Pmaxi — 



M T 



avec 



R eg : limite elastique au cisaillement du materiau 
s : coefficient de securite 

pour les metaux R eg ^-^ 

J Z 

-°: module de torsion (mm 3 ), cas a retenir : 



V= d/2 





Fig. 10 

Exemple : si, pour le tournevis precedent, on impose une contrainte admissible au 
cisaillement de 200 MPa, determinons la valeur minimale du diametre d lorsque 
M Tma xi= 24Nm. 

2i0Q0 = 24003^R =200N.mm-^ 



71 Cf 

16 



24000x16 
71x200 



e t d 5= 8,5mm 



VII! - Cas des concentrations de contrainte 



Lorsque les arbres etudies presentent de brusques variations de section (gorge, epaule- 
ment, trou de percage.. .), les formules precedentes ne sont plus applicables. Au voisi- 
nage du changement de section, la repartition des contraintes est modifiee, T maxi est 
superieure a T calculee, on dit qu'il y a concentration de contraintes. 



Si k ts est le coefficient de concentration de contrainte 



Tmaxi = K tt . T 0 avec T 0 : 



Exemple : determinons la contrainte au fond d'une gorge d'un arbre de transmission 
soumis a un couple de torsion de 400 Nm. 



400 



/•=3 







CO I 

co V 
II 




oi 

CO 

II 


1 




13 




Q j 







A-A 



sans concentration 
de contraintes 




75,4 N.mirr 2 A-A ir ma xi=106N.mm 



avec concentration 
de contraintes 




Fig. 11 
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23. Torsion 



Determinons fc. 



r/d = 3/30 = 0,1 ; D/d = 36/30 = 1,2 ; le tableau (fig. 13) nous donne fc « 1,4. 



Contrainte T 0 : T 0 = A = = 4000Q0 3 Xl6 = 75,451*, 



k 



nd' 



7t30 J 



mm 



Contrainte maxi : T maxi = fc . T 0 = 1,4 x 75,45 = 105,63 N.mrrf 2 



3,0 
2,6 
2,2 
1,8 
1,6 
1,4 
1,0 













































































r£ 


Vflf 




,0 
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2, 
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- 

sac 


S3 






















— 






0,02 0,04 C 


,06 0,08 0,10 0,' 


2 



f/rf 




Fig. 12 



Kits, 
2,6 

2,2 

1,8 
1,4 
1,0 



P/tf=1,30 1,05 1,02 















h 
















'V 





























r/d 



0 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 




T 0 = 



Mr 
16 



Fig. 13 



4,0 
3,6 
3,2 

2,8 

2,4 



'en /I 



'en B 



arbre plein 



if— 0,05—0,1 0-0. 





5— 0,20-0,25-0,30— £//D 



Fig. 14 



2,7 



2,5 
2,3 

2,1 
2,0 

1,8 
1,6 



1,4 































I- 0 ' 9 
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0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 




arbre creux 







S 




- r ~jr~ 












0D, 





La contra rite est maxi male a 1 1 i uteri eur du troy 
legerementsousla surface de I ' arbre 



0,35 l ,,4 D 

*0 ■■ 



Fig. 15 



0 

0,4 
0,6 
0,8 
0,9 



3,92 0,87 



valeurs de x 



0J_ 



0,92 
0,92 
0,93 
0,94 



0.15 0,2 



0,87 
0,87 
0,89 
0,90 



bID 

0,25 



0,82 
0,84 
0,85 
0,86 
0,88 



0,79 
0,80 
0,81 
0,82 



0,3 



0,74 
0,75 
0,77 
0,78 



0,35 0,4 



0,68 
0,69 
0,72 
0,75 



.0,87. .0,80. .0,77. .0,72. 



0,63 
0,64 
0,68 
0,71 
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Resistance des materiaux 



IX -Application: 

comparaison entre arbre plein et arbre creux 

Soit deux arbres de transmission construits a partir du meme acier, 
G = 8 000 daN.mm -2 . Le premier est plein (diametre dj) ; le second est creux (diametre 
exterieur D, diametre interieur d = 0,8D). 

Le couple a transmettre est de 200 Nm ; la resistance pratique au cisaillement adoptee 
pour les deux cas est de 10 daN.mm -2 . 

Determinons les dimensions optimales des deux arbres et comparons les poids respec- 
tifs des deux constructions. 





^maxi = R pg = 10 daN .mm 2 




Tmaxi = «s10 daN.mm- 2 



01 / 1/1 = 



JC.tff 

16 



fmaxi = ™ T « 10 
IS 

J'^ n ooo, 16 
tfl > 10 % 

|<>1 5? il ,67 mm" 



Section de I ' arbre : 

S, = £■£ = 369 mm 2 
4 




<10daN.mnr 2 



= ^-(l-(0,8) 4 ) 
**s -^(1 -(0,8) 4 ) T0.59^f 
tmaxi = z ' m « io daN.mm' 



Mr 

16 



.0,59 



„3 > 20 QUO. 16 
U ' in 0.0,59 

|Pss 25,83 mm avec d= 20,67 mnT| 

S 2 = ]L^.-E^. = 188,78 mm 2 
4 4 



Fig. 16 Fig. 17 

Remarquons que le rapport r des poids des deux arbres est egal au rapport des sections. 

_poidsarbre _ PiVj _ A-S^i _ ^ _ A9S,2, _ q 5^ 
~ poidsarbre 1 P 2 V 2 $1 369 



avec L 1 = L 2 = longueur des arbres (V , et V 2 sont les volumes) 
et p l = p 2 = masse volumique de l'acier (7 800 kg.m" 3 ). 

Pour cet exemple, le poids de l'arbre (2) est, a resistance egale, deux fois plus leger que 
l'arbre (1). Cette solution est a envisager pour des constructions ou la legerete est recherchee. 

Remarques : le rapport r depend des valeurs de d et D de l'arbre creux, 

soit d = k.D(0<k<l) alors 




k 


0,1 


0,2 


0,3 


0,4 


0,5 


0,6 


0,7 


0,8 


0,9 


r 


0,99 


0,96 


0,92 


0,86 


0,78 


0,70 


0,61 


0,51 


0,39 



Notons qu'a partir de k = 0,8, le gain de poids est de 50 %. 
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23. Torsion 



X - Torsion des poutres non circulaires 

1. Formulaire 

Lorsque les arbres ne sont plus circulaires, les formules precedentes ne sont plus appli- 
cables et il faut utiliser les relations decrites dans ce paragraphe. 



Forme 



Section 



l maxi 



e= <xil 



Observations 



Carre 




4,81 Mj 



7,10 Mj 



contraintes maxi 
au milieu des cotes 



Triangle 
equilateral 
de cote a 




20 ^ 

a 3 



46 Mr 
Ga 4 



contraintes maxi 
au milieu des cotes 



E I lis p e 




i at? 



(a 2 */) 2 ) Mr 
n£t?G 



contraintes maxi 
a la peripherie 

sur le petit axe 



Rectangle 




k\ ad 



k 2 atj 3 G 



contraintes maxi 

au milieu des 
deux grands cote's. 
^ etfr 2 sontdonnes 
dans le tableau 
ci-dessous 



'ig. 18 



a 
b 


1,0 


1,2 


1,5 


2,0 


2,5 


3,0 


4,0 


5,0 


10,0 


OO 




0, 208 


0,219 


0,231 


0,246 


0,258 


0,267 


0,282 


0,291 


0,312 


0,333 


K 


0,1406 


0,1661 


0,1958 


0,229 


0,249 


0,263 


0,281 


0,291 


0,312 


0,33 



Remarques : des valeurs intermediaires peuvent etre obtenues par interpolation lineaire 
Si ^5:^ =fc 2 =0,333(l- 0,63 1) 
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Forme section 



6=a/L 



Observations 




k 3 F? 



Mr 



/J 














~R 


0 


0,4 


0,6 


0,8 


1,0 


1,2 


h 


0,35 


0,51 


0,70 


0,92 


1,18 


1,57 


k 4 


0,30 


0,51 


0,78 


1,06 


1,37 


1,57 




Mr 
k.R 3 



Mr 
k e R'G 



h 
R 


0,5 


0,6 


0,7 


0,8 


0,9 


1,0 




0,47 


0,60 


0,81 


1,02 


1,25 


1,57 


Ke 


0,4 


0,67 


0,93 


1,19 


1,39 


1,57 




3 /If 
2 nre 2 



3 Mr 
2 7t re 3 S 



tube fendu 



e doit etre petit 
r = rayon moyen 

formules etablies a partir des 
resultats du paragraphe 2 



V, 



W£ZZ7\ 



Mr(a+ 6-2e) 



2e(a- e|6- e) 



2efi(a-ef(6-eJ 



e doit etre petit 

formules etablies a partir de 
la methode de la membrane (paragraphe 3) 



Fig. 19 

Exemple 1 : poutre de section carree, a = b = 30, si la contrainte admissible du mate- 
rial! est de 40 MPa, determinons le couple maximal transmissible. 

?maxi= 4 ' 81 3 Mt = 4 ' 81 ^ T <40N,mm- 2 d'ou M T ^ 225Nm 
or 30 d 1 

Exemple 2 : poutre de section rectangulaire, a = 60 et b = 25, avec les donnees de 
l'exemple precedent. 
a — 



g = 2,4 d'ou fcj ~ 0,256 et k 2 =.0,245 



T = 



M T 



M T 



fcj .a.b 2 ^ = 0,256x60x25 ; 



7 ^ 40N.mrrf 2 d'ou M T =S 384Nm 



2. Torsion des poutres de section ouverte et d'epaisseur constante 




a, +a 2 = a a=2n R perimetre = a 



Fig. 20 
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15. Torsion 



Les sections s'obtiennent par pliage ou roulage a partir d'une barre parallelepipddique. 
Tous les cas se ramenent a 1' etude d'une barre de section rectangulaire d'epaisseur b 
constante et de largeur a elevee. Les formules du tableau du paragraphe 1, cas du rec- 
tangle, sont utilisables. 







Voir valeurs de Jc x et fc 2 dans tableau. 


™~k,.a.b 2 


k 2 .a.b\G 



Exemple a poutre de section en LJ b = 10 | a, = = 150 mm ] si la contrainte de 
cisaillementl admissible est de 50 MPal et G =701 GPa, determinons le couple de torsion 
tolerable et Tangle a de torsion si la poutre mesure 3 mj 



. k,^0M3 1-0,63x^=0. 



H 

^maxJ 

64 



=■ S3 5 0 N.mmi d'ou MJ = 489 Nm 

0,326x300x 10^ 



489 000 



0,326 x 300 x 10 3 ! x 70 000 



= 7,14x 10l rad.mm- 1 ; a= 12,28°j 



3. Torsion des poutres de section fermee 

Les resultats de ce paragraphe sont extraits de la methode dite de la membrane. 




Mr 

UL 




ligne mediane 
de la paroi 



Fig. 21 

Lorsque l'epaisseur e est suffisamment mince, 
la contrainte moyenne dans la paroi (sur la 
ligne mediane) est obtenue par la relation 
indiquee, en remarquant que le produit n x e 
est constant tout le long de la paroi. a est l'ai- 
re interieure a la ligne) mediane de la paroi. 

Exemple 1 : poutre tubulaire carree de cote F ' 9- ' ^2 
50 mm et d'epaisseur 6 mm : si la contrainte 
admissible est de 40 MPaJ determinons la 
valeur du couple de torsion tolerable. 



a = 44 x 44 = 1936 mm 2 ! 

M T M T 
W 2ea _ 2x6x1 936 * 40 

d'ou : M T *a 930 Nm 




ligne mediane 



a = aire hachuree 




Fig. 23 
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Exemple 2 : poutre de section rectangulaire 
creuse avec deux epaisseurs differentes en A 
et B milieu des deux cotes. Determiner les 
contraintes en ces points si le couple transmis 
est de 100 Nm. 

a = (80 - 4X50 - 5) = 76 x 45 = 3 420 mm 2 

Remarque : le calcul de Tangle de torsion exige un 
calcul integral sur le pourtour de la section et le long de 
la ligne mediane. 

Pour Fexemple 2, l'epaisseur e est constante par troncons et le calcul est simplifie. 
Si G = 40 GPa (bronze) : 




Fig. 24 



8 = 



M, 



4G 



100 000 



e = 

^4x3420^x40000 
6= 0,162° nr 1 



j |2 x ^ + 2 x = 2,83 x 1(T 6 rad-mm" 1 



EXERCICES A RESOUDRE 



D Soitune eprouvette cylindrique en 
cuivre de 25 mm de diametre soumise 
a un couple de 2 10 Nm lors d'un essai 
de torsion. L' angle de torsion mesure 
est de 4,9 degres pour une longueur 
de 1 m. a) Calculer le module d' elasti- 
city transversal G du cuivre teste, 
b) Determiner Tangle de torsion d'une 
poutre du meme materiau, de meme 
diametre et de longueur 1,8 m, si elle 
supporte une contrainte de cisaille- 
ment maximale de 140 N.mm" 2 , 

Reponse 

G = 64 000 MPa ; a - 18°. 



Eprouvette 
d'essai 



cuivre 



Poutre 



Mr =210Nm 



= 140 N.mm" 



cuivre" fa ~^ )~ 
^ 1 800 



Fig. 25 



LJ L'arbre propose transmet un 
couple de 3 000 Nm. Si on impose un 
angle de torsion a = 1,8° entre les 

deux extremites, A et B distantes de 
0,8 m ; determiner le diametre d 
(G = 75 GPa). 

Reponse 

d = 69,5 mm. 




900 mm 



Fig. 26 
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23. Torsion 



H Eeprendre l'exercice 2 avec un arbre creux tel que le diametre interieur d soit 
egal a 0,8 fois le diametre exterieur D (d - 0,8 D). 



mm Determiner la puissance transmi- 
se et la contrainte de cisaillement 
maximale dans 1' arbre si le dia- 
metre d'enroulement de la cour- 
roie sur la poulie est de 100 mm et 
si Tj = 1 000 N et T 2 = 400 N sont 
les tensions respectives des deux brins 
de celle-ci. 

N arbre = 1 000 tr.mirr 1 . 



0 enroul ement = 




n 

1 000N 



Fig. 27 



B L' arbre plein, de diametre d et de 
longueur 2 m, relie un moteur a un 
recepteur par l'intermediaire de deux 
accouplements. La puissance transmi- 
se est de 20 kW a 1 500 tr.mirf 1 . Si 
on impose une contrainte de cisaille- 
ment admissible de 80 MPa pour le 
materiau de 1' arbre, determiner le dia- 
metre d necessaire. 



moteur 



accouplements 



recepteur 




Fig. 28 



mm Reprendre l'exercice 5 ; on impose un angle de torsion de 0,2° entre les deux 
extremites de 1' arbre, G = 80 GPa. 



ponse 



d 3s 55,2 mm. 



H L' arbre creux propose tourne a la 
vitesse de 180 tr.mirr 1 . Un systeme de 
mesure stroboscopique indique un 
angle de torsion a = 3" entre les deux 
extremites A et B, G = 77 GPa. 
Determiner la puissance transmise et la 
contrainte de cisaillement maximale. 

Reponse 




: 267 kW ; T max| = 80,5 MPa. 



Fig. 29 
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El Soit un arbre d'helice de bateau de 15 m de long. L'arbre est creux, le rapport 
entre le diametre interieur d et le diametre exterieur D est egal a 0,6J L'arbre trans- 
met une puissance de 4,5 megawatts a la vitesse de 350 tr.mirT 1 ] La contrainte de 
cisaillement admissible de l'acier de l'arbre est de 80 N.mm" 2 J a) Determiner |gs dia- 
metres interieur et exterieur d et D de cet arbre. b) Calculer Tangle de torsion a plei- 
ne. puissanc£. entre les deux extremites distantes de 15 m, G = 80 000 N.mm" 2 . 

15m 

^1 J 

<//D=0,6 



moteur 
P=4,5 MW 

350 tr.mm" 1 



Fig. 30 




f{ 








r q 







El Un arbre de transmission distribue 
la puissance entre trois roues dentees 
A, 0 et C. Si les couples respectifs 
sont OJ = 500 Nm, = « 1500 Nm 
et Qj = 1 000 Nm, determiner les 
contraintes de cisaillement maximales 
dans lesl troncons AB et BC. 

= 94.3 MPal | Tgd = 79,6 MPal 



1 500 Nm 



500 Nm 



Fig. 31 




JOOONm 



l'exercice 9 avec des puissances transmises = 30 kW ; 



Pg| = _ 90 kW 5 P c = 60 kW a la vitesse de 480 tr.mirr 1 ] 



III L'arbre propose distribue la puis- 
sance entre quatre roues dentees A, BJ 
C et DJ Les couples transmis sont 
C A = 600 Nm, CJ = - 1 400 Nm, 
C c = 266 Nm et QJ = 534 Nm. Si la 
contrainte de cisaillement admissible est 
de 50 MPaJ determiner et d,. 



600 Nm 



1 400 Nm 



534M 




UJ L'arbre propose de diametre 
constant d = 100 mm transmet la 
puissance entre deux roues motrices A 
et C et deux roues receptrices Bl et DJ 

a) Determiner le couple recepteur M B \ 

b) Determiner la contrainte de cisaille- 
ment maximale dans l'arbre. 

c) Calculer Tangle de torsion a,, entre 

les deux extremites A et Dl si 
G = 8 000 daN.mm- 2 . 



20 kN.m 



33 kN.m 



10 kN.m 




Fig. 33 



23. Torsion 



Q oS'tdeux arbres de transmission de 
meme longueur L transmettant la meme 
puissance (P = 2 094 kW) a la meme 
vitesse de rotation (2 000 tr.mirf 1 ). Le 
premier est plein, diametre exterieur d x , 
le second est creux, diametre exterieur 
D et diametre interieur d ; d/D = 0,9. 
Si on impose un angle de torsion maxi- 
mal de 0,28°.m" 1 pour les deux arbres, 
determiner d, D, dj et le rapport des 
masses m 2 /mj a deformation egale. 




CJ Reprendre l 'exercice 13 avec ,._ 

Comparer avec le paragraphe VIII de la partie cours 



d - kD. Montrer que = 



U L'arbre, avec une gorge de 
15 mm de rayon, transmet un couple 
de torsion M T de 10 kNm. Determiner 
la contrainte de cisaillement maximale 
en tenant compte des concentrations 
de contraintes. 

Reponse 

T mM =71,3MPa. 



Fig. 35 



r= 15 













8 ■ 
ii 

















Q Un trou de percage de 8 mm est 
fore dans un arbre de 80 mm de dia- 
metre. Si la contrainte admissible au 
cisaillement du materiau de l'arbre est 
de 100 MPa, determiner le couple 
transmissible. 

Riponse 

3,17 kNm. 





Fig. 36 



G Reprendre l 'exercice 16 avec un arbre creux (D = 80, d = 64) et un trou de per- 
cage de 16 mm. 



C_] Un arbre de transmission trans- 
met une puissance de 300 kW a 
480 tr.mirr 1 . Si la contrainte de 
cisaillement admissible est de 60 MPa, 
determiner le rayon r minimum pour 
le raccordement entre les deux 
cylindres. 

Reponse 

''mi™ = 2 mm. 




Fig. 37 



321 



RESISTANCE DES MATERIAUX 



LI Un tube carre de 60 mm de cote, 
en aluminium (G = 28 GPa), supporte 
un couple de torsion de 400 Nm. 
a) Calculer Pepaisseur e si la contrain- 
te admissible au cisaillement est de 
30 MPa. b) Calculer e si on impose un 
angle unitaire de torsion de 

0,033 rad.rrr 1 . 

R&ponse 

? 

e l =3,02 mm ; e 2 =4,64 mm. 



Fig. 38 




U Un tube de section rectangulaire 
creuse (40 El 60), avec deux epaisseurs 
differentes — 3 et e 2 = 5, supporte 
un couple de torsion de 350 Nm. 
Determiner les contraintes de cisaille- 



ment maximales en A et B milieux des 
cotes. 

Riponse 

r A = 18,5 MPa ; t B = 30,9 MPa. 




Fig. 39 







60 



LI Reprendre P exercice 20 avec un tube de 20 50 ; ej = e 2 - 3 mm et un couple 

de torsion de 120 Nm. Determiner la contrainte de cisaillement maximale. 



LI Un arbre creux de diametre exterieur 100 mm et d'epaisseur e supporte un 
couple de 426 Nm. Si la contrainte admissible au cisaillement est de 80 MPa, deter- 
miner la valeur de e : a) par la methode du tube mince ou de la membrane ; b) par 
les formules de torsion usuelles. 

Re pons e 

ej =3,65 mm ; e 2 =3,80 mm. 



ES Un arbre composite, bimetallique 
se compose d'une ame B en acier 
(d = 40) collee dans un tube en 
laiton A (d = 40, D = 50). L' arbre sup- 
porte un couple de torsion 
M T = 10 kNm. 

Determiner les contraintes maximales 



dans A et B et Tangle de torsion a de 
P arbre. 

Reponse 

Probleme hyperstatique ; 

T B = 27,5 MPa ; r A = 17,5 MPa ; a = 2,05 




Fig. 40 



0D = 5O 
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FLEXION 
GENERALITIES 

DIAGRAMMES 



Objectifs 

■ Proposer une schematisation usuelle pour representee les liaisons et 
les actions dans le cas de la flexion. 

■ Definir les efforts tranchants T, les moments flechissants M, et les 
diagrammes correspondants avec la convention des efforts a gauche 

■ Predser les prindpaux cas rencontres : charges conoentrees ou 
charges reparties, poutres sur deux appuis ou poutres encastrees. 



Les poutres et les arbres flechis sollicites en flexion sont parmi les elements les plus 
importants de la resistance des materiaux. Cinq chapitres de cet ouvrage sont consacres 
a l'etude de la flexion. 



1 • Schematisations des liaisons 
Actions des supports 



Type 



Appui 
simple 



Articulation 



Exemples 



J^J)^ \poutre 



f=0pasde1rottement 



liaison pivot 



Schematisation 



ou 



Actions exercees 



A 



■+£ 1" 



Encastrement 



ji scellement 

1^ - 



Figrr 
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Resistance des materiaux 



La schematisation proposee est commune a de nombreux pays et de multiples ouvrages 
de reference. Dans le cas des problemes plans (systeme de forces coplanaires), la sche- 
matisation des liaisons et des efforts exerces se ramene a trois cas types : appui simple, 
articulation et encastrement (fig. 1), 

Exemple : planche de plongeoir. 
La poutre (planche 1) est schematised par sa 
ligne moyenne AC. La liaison en A (pivot 
1/0) est une articulation et la liaison en 8 
entre 1 et 2 se ramene a un appui simple. 
P (900 N) schematise Taction du nageur. 

Equilibre : 



,2 70PM 



' ' A 1 800 N 



C 

P 900 N 




Fig. 2 



Fig. S 



Remarques : dans la plupart des schematisations, la poutre est modelisee par sa ligne 
moyenne. Dans le cas des problemes dans l'espace, avec liaisons complexes, la sche- 
matisation normalisee des liaisons est utilisable (voir chapitre « torseur », partie statique). 



Poutres usuelles 



Poutre simple 
sur deux 
appuis 



Exemples 

~~3~ 



variante 1 




Schematisations 



isostatique 



Poutre 
continue 



1 



A 'A 



hyperstatique 



Poutre encastree 
(cantilever) 



Poutre encastree 
avec appui a 
I'extremite 




t 



hyperstatique 



; ig. 4 

Remarque : les poutres sont identifiees a partir des charges exterieures exercees. 
Exemples 



<?1 



<h 



^1™ 




a) poutre simple sur deux 
appuis avec charges 
concentrees ^ et f 2 

FigTi 



b) poutre simple sur deux 
appuis avec charges 
reparties uniformes ^ et g 2 



c) poutre encastree avec charge 
rlpartie </ w lineairement 
croissante entre A et B 
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24. Flexion - generalites - diagrammes 



II- Efforts inter ieurs : 

effort s tranchants et moment sflechissants 

Dans le cas de la flexion, les efforts interieurs dans n'importe quelle section droite se 
reduisent a un effort tranchant T (perpendiculaire a la ligne moyenne) et a un moment 
flechissant M f (perpendiculaire a la ligne moyenne et a T). 



Convention de signe 1: « somme des efforts a gauche de S 

Voir principe dans le chapitre « generalites de la resistance des materiaux ». 




Fig. 6 



Pour faire apparaitre les efforts interieurs, on effectue une coupure Active (section S) a 
la distance x de l'origine A. En isolant le troncon 1 ou le troncon 2, on obtient T et M f . 
G est le barycentre, ou le centre de gravite, ou le centre de surface, de la coupure S. 
Avec la convention choisie, 7 et M f apparaissent positivement sur le troncon 2, a droi- 
te, et negativement sur le troncon 1. 

Cas d'un systeme de forces planes (x, y) 



T - somme vectorielle de toutes les forces exterieures transversal es situees 
— » — > 

gauche de S = (Fj + F^ 



ouT = - somme vectorielle des forces 1 



a droite de S = - F, 



M f = moment Resultant eri G de toutes les actions exterieures a gauche de 
S = MjPl) + MJF 2 ) 
ou M f = - moment resultant en G des actions a droite de S = - MJiFJ 



En flexion pure : M f ^ 0 avec T = 0 
En flexion simple : M f * 0 avec T * 0 



Remarque : pour le calcul de M f , ne 

prendre en compte que les actions donnant 
des moments portes par la direction de 
l'axe z. La direction de T est celle de l'axe y. 




Flexion pure 



Mi = MVx 



Fig. 7 
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Deformations exagerees engendrees par ret Af f positifs ou negatifs 




M>0 




M,<0 



T>0 



e 



T<0 



Fig. 8 



III • Diagrammes des efforts tranchants 
et des moments flechissants 

La valeur des efforts tranchants (T) et des moments flechissants varie avec la position (x) 
de la coupure. Les diagrammes des T et des M f , graphes mathematiques de type (x, y), 
permettent de decrire les variations de ces deux grandeurs et ainsi reperer les maximums 
qui seront utilises lors des calculs des contraintes. 



1. Exemple 1: essai de flexion 



systeme de mise 



poutre testee 

■A J- 




(banc de 
mesure) 



fig. y 

Le dispositif de mise en charge exerce une poussee de 2 000 daN qui se repartit en C 
et D. Le bati supporte la poutre testee en A et B . Les mesures des deformations et des 
contraintes sont realisees a partir de jauges d'extensometrie Jj a J 14 . 
La symetrie du chargement entraine l'egalite des actions exercees en A, B, C et D ■ 
A = B = C= D=1 000 daN, le poids de la poutre etant neglige. 
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24. Flexion - generalites - diagrammes 



L' etude se ramene au dessin suivant : 



y, 


C i 


_ p 

, 1 000 daN D , 


_ p 

, 1 000 daN 












A 

i 

p 








B x 
P 1 000 daN 


1m 


1m 


i 

1m 


« »- 


•* •» 


»- 



Fig. 10 

Remarque : entre A et C (C non compris), il y a une seule force a gauche de la cou- 
pure S, et ceci quelle que soit la position de S entre A et C. Entre C et D (D non com- 
pris), il y a deux forces a gauche de S et trois entre D et B (B non compris). L' etude des 
T et des M f doit done etre realisee en trois parties. 

a) Etude du troncon AC 

A =s G < C ou 0 « x < Ijti 
Une seule force a gauche, P en A 
T AC = p = 1 000 daN (pour tout x) 
M fAC = moment en G de P*= M C (P) = - P. x = - 1000 x 



— -MfAC 



AC 



b) Etude du troncon CD 

C^G<'Doul^x<2_ > ^ 
Deux forces a gauche de S, P en A et - P en C. 
T CD = P - P = 0 (pour tout xj 
M {CD = MjPen A) + M G (- V en C) 
" =-P.x + P(x-l) = -Pxl = -1 000daNm 



Fig. 11 



lm -P 



x-1 



CD 



-7i 



CD 



Remarque : M {CD est toujours constant entre C et Fi s- 12 
D et T CD toujours nul, on est dans un cas de flexion pure. 

c) Etude du troncon DB 

D^G<B ou2s=x<3 




Fig. 13 



Trois forces a gauche de (S) et une force a droite, faisons le calcul des deux fa§ons pos- 
sibles : 

Avec le troncon AG : T DB = P - P - P = - P = - 1 000 daN (pour tout x) 
M iDB = M G (P en A) + M G (- P*en C) + M G (- Pen D) 
= - P.x + P(x - 1) + P(x - 2) = 1 000 (x - 3) 
Avec le troncon GB : T DB = - (Pen B) = - (P) = - 1 000 
M IDB = -M G (P*enB) = - P (3 - x) = 1 000 (x - 3) 
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d) Diagrammes 

Rassemblons les resultats des trois 
troncons sur un meme graphe. 

Diagramme des efforts tranchants : 
T AC = 1 000 daN (O^Kl) 
T CD = 0 (1 ^ x < 2) 

r DB = - 1 000 daN (2«x<3) 

Diagramme des moments flechissants : 



M, 



fAC 



- 1 000 x 



M tCD = - 1000 daNm 



M, 



M ( „,„, = - 1 000 daNm 



m = 1 000 (x- 3) 

f maxi 



1 000 - 1 000 




zone de zone de zone de 

flexion simple flexion pure flexion simple 
7>0 T=o 7>0 

/W f * o |M(=constante| M f *0 



Fig. 14 



2. Correspondance entre les diagrammes 



poutre 



(charge concentree] 
<7(^ charge repartie 



trongon dx 



L,.J1 



dx 




dx 



Fig. 15 

L'etude de l'equilibre du troncon de largeur dx appartenant a la poutre, compte term des 
charges indiquees, donne : 



dMj 
dx 



1^ 



[pente sur le diagramme des T] = - [charge repartie q(x)] 



[pente sur le diagramme des M f ] = - [effort tranchant T] 



La derivee de l'effort tranchant est egale a moins la charge repartie q(x). 
La derivee du moment flechissant est egale a moins l'effort tranchant T. 

Remarque : les T et M f peuvent etre obtenus par integration sur des intervalles successifs. 

T = J q(x)dx e t M f = j Tdx 
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24. Flexion - generates . diagrammes 



3. Exemple 2 : poutre encastree avec charges concentrees 

Remarque preliminaire : en calcul manuel, avec la convention des efforts a gauche, 
l'etude des poutres encastrees est simplified lorsque l'encastrement est place a droite de 
la poutre, et inversement si on utilise la convention des efforts a droite. 
La poutre proposee est encastree en A et supporte deux charges concentrees : une force 
F en B et un couple pur M en C. 



a) Actions exercees par l'encastrement sur la poutre 

Le type de Taction est decrit au paragraphe 1 et le 
principe fondamental de la statique donne : 
Ax = 0 ; Ay = F = 1 000 N ; 
M A = -(M + F . L) = 1 000 - 2 000 = - 1 000 Nm 

b) Etude du troncon BC 

0=sx< 1 

T BC = F = - 1 000 N constant Vx 
M m =MjF)=F. x 
M fBC = 1 000 x (Nm) 

c) Etude du troncon CA 

1 ^x<2 

Tca = F = T BC = - 1 000 N Vx 
M KA = Mjf) + M = F . x - l 000 
M fCA = 1 000 x - 1000 (Nm) 



F 

-1 000 


-1^ 


r 


•< 


>■ 



-T, 



BC 



Fig. 16 





000 N) 




'F /- 




-/Wf 






G 








* 


*■ 





CA 



'CA 



Fig. 17 



i _ 

' F 

(- 1 000 N) M 



-1 000 Nm) 



U2 



= 1 rrN- 



U2 = 1 m 



^ y (1 000) 

M A 
000) 

x 



■ 1 000 N) 



M 



-1 000 Nm) 



■ 1 000 N 



1 000 Nm 




2m 



1 000 Nm 



l m 



2m x 



Fig. 18 

Remarque : pour x = 2 ; M fCA = 1 000 Nm = - M A ; T CA = - 1 000 N = - A 



IV • Diagrammes avec charges reparties 

Les charges reparties ont pour origine les actions de pesanteur ou poids et des actions 
de contact diverses (vent, neige, pression d'un fluide, etc.). Elles peuvent etre uniformes 
ou constantes mais peuvent aussi etre variables. 



329 



Resistance des materiaux 



1. Exemple 1: charge repartie uniforme ou constante 

La poutre proposee est realisee a partir d'un profile IPE dont le poids est de 40 daN par metre. 
q = - 40 y ou q = 40 daN.rrr 1 

a) Actions aux appuis en A et B 

A, = B x = 0 

A v + B v = qL = 40 x 4 = 160 daN par symetrie A y = B y = ^ = 80 daN 

b) Efforts interieurs et M lAB 

La charge repartie q sur la longueur x peut etre remplacee par sa resultante R (R = qx) 
situee a x/2 de A et de G. 



Tab 



Mfmaxi ~ - 



= A y -/? = iqL-qx = 80-40x 

=m g (a;)+m g (K) 

■-A v » X + R$---^ + «4 
^(x-L) = 20x(x-4) 

^ = -800Nm pour x = ^ 





Ay 


























4 




























x/2 




x/2 


-Tab 








= qx) 





Fig. 19 



i. = 4 




5 = 40 daN.nr 1 

" " ,r i ~ r i ,r " 



-80 



7777777 



A ' 

Hy 


» (80 daN) 


<7 = 


40 daN.m 


-1 


(80 daN) 

























-800 




\parabole 



Fig. 20 



2. Exemple 2 : 

charge repartie lineairement croissante ou decroissante 

Prenons le cas d'une poutre encastree en A supportant la charge lineairement croissan- 
te indiquee. 



a) Charge repartie q(x) 




q(x) = ( i ^)x = 500x 



b) Actions a l'encastrement A 

On remplace la charge repartie q(x) sur la longueur L par sa resultante R', situee a L/3 
de A : A x = 0 ; A y = R' = q A . 1/2 = 2 250 N 
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24. Hexion - generates ■ diagrammes 



M A = -M A (R') = -^x^=-2*~- = -2250 Nm 

c) Efforts interieurs T BA et M fBA 

La charge repartie q sur la longueur x peut etre 
remplacee par sa resultante R situee a x/3 de G 
et telle que J? = 



Tab = R 

T BA = -<fc| =-500x(|) = -250x 2 
M =Md$) = R (|) = 250x 2 (J) = 83,3 x 3 



^1 i " 






e 

2a/3 1 


43 " 



-Mi 



MB 



Fig. 21 



Le moment flechissant est maximal pour x = L, a l'encastrement. 
M fma3d = 83,3 L3 = 2 250 Nm 



g„=1 500N.m y 




L = 3m 





•9 
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EXERCICES A RESOUDRE 



Q La planche ABC du plongeoir est articulee en A sur un socle et en appui simple 
en B sur un support fie. Le poids de la planche est neglige. 

a) Determiner les actions exercees par les appuis en A et B. 

b) Tracer les diagrammes des efforts tranchants et des moments flechissants entre A et C. 



R&ponse 



A, = 200 daN;B = 300 dzN;M, M s4kNm;T mM = 200daN. 



100 daN 




Fig. 23 
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LI Le pont roulant propose se compose d'une poutre principale (profile IPE), d'un palan 
mobile entre A et B soulevant une charge de poids P (P = 2 000 daN). La poutre princi- 
pale est schematisee comme l'indique la figure, si a = 2 500 et b = 3 000. 

a) Determiner l es actions exercees par les appuis en A et B. 

b) Tracer les diagrammes des efforts tranchants T et des moments flechissants M f 
entre A et B . 



Fig. 24 




LI Reprendre l'exercice 2 en tenant 
compte du poids propre du profile 
(50 daN par metre) schematise par la 
charge repartie q. 

On se place dans le cas oil 
a = b = 2 750 irm 



q= 50 daN.m 



2 750 



P(2 000 daN) 
2 750 



Fig. 25 



LI Un arbre (f_essieu de wagon supporte 
deux charges P, symetriquement en A et 
D, exercees par les paliers a roulement. 

a) Determiner les actions exercees par les 
roues (appuis B et C). P = 6 250 daN. 

b) Tracer les diagrammes des efforts tranchants 
et des moments flechiits entre A et D. 

Reponse 

flexion pure entre B et C ; B s = C v = 6 250 daN ; 

7^ = 6 250 daN ; = 17,5 kNm. 




Fig. 26 



H L' arbre propose est guide en rota- 
tion par deux paliers a roulements A 
et B. Tj (200 daN) et T 2 (300 daN) 
schematisent les actions des courroies 
sur les poulies (ou sur 1' arbre). 

a) Determiner les actions exercees par 
les appuis en A et B . 

b) Tracer les diagrammes des' T et des 
M f le long de 1' arbre entre C et D. 



poulie 1 palier A 



palier B poulie 2 

IT 




' 200 daN 

Fig. 27 



300 daNl 
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24. Flexion - generalites - diagrammes 



0 Reorendre l'exercice 5 avec la nou 
velle configuration indiquee. 
Comnarer egalement les moments flechis- 
sants maximums des deux configurations. 

Riponse 

B v = 130 daN ; A, = 370 daN ; T max , = 200 daN ; 



poulie 1 palier A poulie 2 palier B 




Fig. 28 



B Un porique a cinq agres se compose 
d'une poutre tubulaire (1) soutenue en A 
et 8 par deux trepieds (2 et 3). Le poid| 
de la poutre est neglige, les actions C, D, 
t?,F*, /?, / et Jschematisent les charges 
exercees par les differents agres. 

a) Deteiminer les actions exercees par les 
appuis en A et B. 

b) Tracer les diagrammes des efforts tran- 
chants 7 et des moments flechissants M, 
entre A et B. 

Reponse 

A, = 224 daN ; B v = 1V6 daN ; 
T__ = 224 daN ; M /maxi = 2 000 Nm. 




Fig. 29 




Ll Reprendre l'exercice 8 avec le portique propose, en remarquant que le charge- 
ment est symetrique. 





1 


1 1 




1 1 




1 1 


1 




= 1 


c h 

555 . 


ft 

380, 


D 

500 


E 

250 


F G 
630 


250 


H , 
« 500 


\ 

380 


i j 

a 555 





r100daN a 


k J 

|60 60 


E 


F 

,70 70- 


6 


H 

60 60' 


/ 
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100 daN i 


C A D E F G H 1 4 
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Resistance des materiaux 



U Une potence sur colonne destinee a la manutention se compose d'une fleche (1) 
encastree (soudee) sur un support motorise (2). L' ensemble peut pivoter (rotation 
d'axe vertical y) autour d'une colonne fie (3) grace a un motoreducteur (5). Le leva- 
ge de la charge est realise par le palan (4), mobile entre B et D, et d'une capacite de 
1 000 daN. Etudions la flexion de la fleche (1), le palan est situe en D, cas le plus 
defavorable, le poids de la fleche est neglige. 
Determiner les actions exercees par l'encastrement H. 
Tracer les diagrammes des T et des M f entre H et D. 

Reponse 

H 9 = 1 000 daN ; M H = 45 kNm ; M lmai = - 45 kNm en H. 



Fig. 31 




Q Renrend re l'exercice 9 en tenant 

compte du poids propre de la fleche (1), 

(50 daN.rrr 1 ) schematise par la charge 
repartie q. 



Fig. 32 



q = 50 daN.nr 



L = 4 500 



D 
V 

1 000 daN^ 



ED Reprendre les donnees de l'exercice 
9. L'etude de la colonne verticale AF, se 
ramene au schema indique (poids neglige). 
Determiner 1' effort d'encastrement en F et 
tracer les diagrammes des T et des M f . 

Reponse 

flexion pure entre F et E ; 

M f = 49 kNm=-M /m „, 




A 

(3 500 daN) 
1 400 



Fig. 33 



Q Pour regler la circulation automobile a 
un carrefour, on utilise une rampe BCD 
equipee de deux feux tricolores de poids 
P = 200 N. La rampe est encastree (sou- 
dee) en B sur un tube AB. Le poids du 
profile BCD etant neglige. 

a) Determiner les actions exercees par 
l'encastrement B, 

b) Determiner les diagrammes des T et 
des M, entre D et B. 




D 


c 1 


, P 




p 





Fig. 34 
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[ P Reprendrg. l'exercice 12 en tenant 
compte du poids du profile DCB, 100 N 
par metre, schematise par la charge 
repartie q. 



24. Flexion - generality - diagrammes 



4 111. 


,114 1 


D C 
P 

( 200 N) 

' 4 m 1 


V 

3m 

-* *■ 



Fig. 35 



Q L'aile d' avion proposee est encastree 
en B dans la carlingue de l'appareil. La 
charge repartie q (100 daN.m -1 ) schema- 
tise Taction exercee par Fair sur l'aile et C 
(500 daN) l'effort encaisse par le train au 
moment de 1'atterrissage. 
Determiner les actions supportees par 
l'encastrement B et les diagrammes des T 
et des M, entre A et B. 

Reponse 

Bj, = - 850 daN ; M B = 9 125 Nm ; 
T_ = 850 daN;M /miBd = - 9 125 Nm. 



q = 100 daN.m" 




kC 500 daN 



i 


'tit 




\'i 


A 


2 900 C 


600 i 




* 3 500 




Fi 


g. 36 





ES Une cuve cylindrique est en appui sur 
deux supports A et B poses sur le sol. La 
charge repartie q (5 000 daN.m -1 ) sche- 
matise le poids de la cuve et du liquide qui 
y est contenu. a) Si a = 1 250 et b = 
3 000 mm, determiner les actions sur les 
appuis en A et 8 et les diagrammes des T 
et des M, entre C et D. b) Montrer que 
pour a = 0,207 L, tous les moments fle- 
chissants maximum du graphe ont la 
meme valeur. 

Reponse 

4, = B s = 13 750 daN; 

U= ^ 5 00 daN ;M /ma ,= 39,06 kNm. 



support 




Fig. 37 




q= daN.m 



D Le levage d'une antenne (OAQ pour 
station radio est realise par l'intermediaire 
d'un treuil (3), d'un cable (4) accroche en A 
et B, et d'un mat rigide OB (2). L' antenne 
mesure 30 m, pese 2 400 daN. On se place 
au depart du levage ; 1' antenne est schema- 
tisee par une poutre sur deux appuis 0 et A, 
la charge repartie q schematise le poids de 
celle-ci. 

a) Determiner q et les actions exercees 
par les appuis en 0 et A. 

b) Tracer les diagrammes des T et des M f le long de OC. 

c) Que deviennent les moments flechissants maximaux lorsque a varie ? Quel est le cas 
le plus favorable pour le levage ? 



i 3 = 0,707 L= 21,2 m | 8,8 m 



Fig, 38 
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Q Pour l'helice d' avion proposee, Tac- 
tion de l'air est schematisee par les 
charges reparties q A , q c , q B = 0, lineai- 
rement decroissantes. 

a) Determiner le couple moteur M 
necessaire pour entrainer l'helice. 

b) Tracer les diagrammes des J et des 
M f entre A et C. 

Reponse 



M = 1 620 Nm ; T„ 
M to«» = 810 Nm - 



1 350 N : 



M 



Qc 

(3 kN.rrf 1 ) 







900 mm 


B 

900 mm 



9a 

(3 kN.m" 1 ) 



Fig. 39 



I— J On suppose qu'un ski de fond sup- 
porte le poids total (P = 90 daN) d'un 
skieur. L' action de la neige sur le dessous 
du ski est schematisee par une charge 
repartie de forme trapezoidale 

(Qa = % = 0 ; q B = q c )- 

Determiner q c et les diagrammes des T et 

des M f entre A et D . 



750 




Fig. 40 



Q Reprendre l'exercice 14 avec l'aile 
proposee, la charge lineairement croissan- 

te {q A = 260 daN.m" 1 ; q B = 520 daN.rrr 1 ) 

schematise le poids de l'aile. C = 2 000 

daN. 

Reponse 



B 9 = 245 daN -M B = . 

l 263daN;M /l 



15,1 kNm ; 
„ vi = 20 kNm. 



, 3 

I * . C A daN 

I 2C0 daNfrrV^—-,— , J -. — -r— 

fTTTTTTTTiri 




3 500 



CV B\ 

1 000_ 



Fig. 41 



Reprendre l'exercice 14 avec l'aile 



proposee, P en C schematise le poids du 
moteur et la charge repartie (q A , q B , q D ) le 
poids de l'aile. La charge est lineairement 
croissante entre A et B P ms constante 
entre B et D. 

P = 10 kN. 




Fig. 42 
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FLEXION 
CONTRAINTES 



Objectifs 

■ Definir les contraintes normales et les contraintes de cisaille- 
ment dans le cas de la flexion. 

■ Donner des indications concemant le calcul des constructions. 

■ Traiter le cas particulier des concentrations de contrainte. 



En flexion, les contraintes normales (j sont generalement preponderantes devant les 
contraintes de cisaillement T. 



I-Contraintesnormalesenflexion 

Les contraintes normales resultent du moment flechissant M f et les efforts tranchants 
n'ont aucun effet sur leur valeur. 

Dans le cas de la flexion pure (M, £ 0, T = 0), les poutres se deferment suivant des arcs 
de cercle. 





(centre de courbure) 

A 






cas de flexion pure 


\rtiigaey e n n e 
ou plan neutre 


Fig.l 



La ligne moyenne ou plan neutre (GG') ne subit ni allongement ni raccourcissement 
(contraintes <j nulles). 

Pour la figure proposee, toutes les fibres situees au-dessus du plan neutre sont compri- 
mees et supportent des contraintes de compression ; toutes celles situees au-dessous 
(MM ' ) sont tendues et supportent des contraintes de traction. 
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En exprimant l'allongement de la fibre MM', en utilisant la loi de Hooke o = Ee et en fai- 
sant intervenir le moment flechissant M f , on montre la formule fondamentale suivante : 



dan neutre \Y 



1 ^ 














G 






M 




CJ M ; contrainte normale en M, en MPa 

ou N.mrrr 2 
M, : moment flechissant dans la section 

droite (S), en Nmm 
y : distance entre le plan neutre et le 

point JVf, en mm 
7 : moment quadratique de la section 

droite S par rapport & l'axe (G, z) 



Fig. 2 

Remarques : la valeur des moments quadratiques I z est indiquee dans le chapitre 
« moments quadratiques », 

Toutes les fibres situees a la meme distance y du plan neutre ont la meme contrainte a. 



plan 
neutre 




a L = a A = a B = <y N 



Mf 
I 



•-■ Y 



section (S) 



V^rifie quels que soie;nt 
L, N,AetB sur LJV, 



tig. 3 

Exemple : detenninons les contraintes normales dans une poutre rectangulaire 
50 x 120 mm, soumise a un moment flechissant de 14,4 kNm constant sur toute sa longueur. 



mm 



/ z -y 2 3 - 50 ^ 2Q3 =7^io 6 , 

g-^-xy 1 4 4 00 i np0 x V = 2yMpa 



y (mm) 


0 


20 


40 


60 


<r(MPa) 


0 


40 


80 


120 




Fig. 4 



II -Calcul des constructions 

Pour des questions de securite liees a 1' usage des machines, la contrainte normale (7 maxi 
dans la section droite la plus chargee doit rester inferieure a une contrainte lirnite admis- 
sible liee au materiau et fixee par le constructeur ou par des normes : R,. 

Dans le cas de la flexion, il faut done faire les deux operations suivantes : 

a) Determiner la section la plus chargee : e'est en general la section du moment fle- 
chissant maximum (voir diagramme des moments flechissants). 

b) Verifier que la contrainte maximale dans cette section est inferieure a la contrainte 
admissible imposee par le constructeur (voir chapitres « traction » et « generalites »). 
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25. Flexion -contraintes 




Exemple : une poutre de pont roulant (profile IPE) est soumise aux charges indiquees 
(cas le plus defavorable). Le moment flechissant maximal est obtenu au milieu de la 
poutre et a pour valeur 10 kNm. Si on impose une contrainte admissible de 100 MPa, 
determinons un profile pouvant convenir pour construire l'appareil. 



A 5 00 daN 




EZZ7 



profile IPE 



°L- = 10 , 00 °T * 100 N.mm-2 
(4/v) (4/v) 

d'ou ; {l z /V ) > 100 000 mm 3 = 100 cm 3 

Les tableaux de dimensions proposes dans le chapitre « moments quadratiques » nous 

donnent le profile IPE de 160 pour lequel I z /V = 109 cm 3 . 

Si Ton adopte ce profile, la contrainte maximale sera alors de : 

^^S 2 ' 91,74 MPa 

III • Cas des concentrations de contraintes 

Lorsque les solides etudies presentent de brusques variations de section, les formules 
precedentes ne s'appliquent plus. Au voisinage du changement de section, la repartition 
des contraintes n'est plus proportionnelle a la distance y et <r maxj est superieure a la valeur 
M 

1 H m axi . 

|j ~ ^| = <T 0 : on dit qu ll y a concentration de contraintes. 

Les valeurs de K f (coefficient de concentration de contraintes) sont determinees experi- 
mentalement (voir tableaux page suivante). 



Exemple 



\-3BH) 



0 rf=50 



a 0 =100 MPa 



= 165 MPa 



M, 

1 227 Nm 





r=5 



Fig. 6 



r 
d 


_5_ = 0 1 
50 U ' 


D 
d 


60 = 12 

50 ' 



Le tableau correspondant indique que K ( = 1,65. 

j3 tr„ - Mt - 122 700 _ in HaN mm-2 

a ° - (; / v) ~ 12 272 - 10 daN ' mm 

o- ma xi = *t • <*o = 1,65.10 = 16,5 daN.mm- 2 



4. = I^|! = 12 272mm 3 
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Fig. 11 ig. 12 
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'Zb. t-lexion ■ contraintes 



IV- Contraintes de cisaillenentenflexion 

Les contraintes de cisaillement en flexion resultent des efforts tranchants et les moments 
flechissants n'ont aucune influence sur leur valeur. Moins preponderantes que les 
contraintes normales, leur determination est necessaire dans certains cas. 



1. Miseen evidence 



® contrainte de 
cissaillement r 


\ 


F 

' -"Vl 

1 — - A 


joints colles ® 


F 

' ! 


; ■ — _3 



















Fig. 13 

Pour l'exemple de la figure 13, les contraintes 
de cisaillement T qui s'exercent dans les joints 
colles assurent le maintien, evitent le glisse- 
ment entre les poutres respectives et limitent 
les deformations. 

La figure 14 donne la distribution des 
contraintes de cisaillement dans une section 
droite (S) supportant un effort tranchant T . 
Si les contraintes conservent une valeur 
constante suivant l'axe z, en revanche elles 
varient suivant y, avec un maximum pres du 
plan neutre (cas inverse des contraintes nor- 
males a). 

2. C as des poutres rectangtdaires 

La contrainte de cisaillement T a la distance y 
du plan neutre est donnee par : 



T = 



TQ 
lb 



X : contrainte a la distance y (MPa) 

Q : moment statique de l'aire hachuree A (mm 3 ) 

T : effort tranchant (N) 

/ z : moment quadratique de la section S par rapport a (G, z) (mm 4 ) 




Fig. 14 



A (aire S A ) 




allure des 
contraintes t 



Fig. 15 



Remarque : la contrainte est maximale au niveau du plan neutre (y = 0) 

La contrainte maximale est de 50 % plus grande que la 
contrainte moyenne de cisaillement T/S definie dans le cas 
du ^ cisaillement pur. 



t _ 3 7 _Th 

~ 2S 8/. 
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3. Cas des poutres circulaires 

Section circulaire pleine : S 

o = 2 / 3 (r 2 - y 2 ) 3/2 



nr 



2 2 

r^-y z 



47 



Trnaxl = pour y = 0 



Section circulaire creuse : S = ji (R 2 - r 2 ) 

Q = 2 / 3 (/? 3 -r 3 ) 



j _ 4T fT + ri? +r 2 
T ™* 3S /? 2 + r 2 



2T 



pour un tube mince : T maxi ~ ^f- 

4. Exemple 

Un profile est realise a partir de trois plats 
rectangulaires d'epaisseur 30 mm, colles 
ensemble en A et B. Si J = 13,5 kN, deter- 
minons les contraintes de cisaillement dans 
les joints colles. 

On donne : l z = 43,7 x 10 6 mm 4 . 
Resolution 

a) Contraintes en A (fig. 19-a) 

y, = distance entre (G, z) et le barycentre de 
la surface A. 

Qa=^a Va = 150 x 30 x 62 - 55 
= 281475 mm 2 

r T QA- 13SnQx 281475 o 9 MPa 
Ta ^T 43,7x10 6 x30 MPa 

b) Contraintes en B (fig. 19-b) 

y, = distance entre (G, z) et le barycentre de la 
surface B. 

Qb= S, . y B = 90x 30 x 87,45 
= 236 155 mm 2 , 

— _ TQ B _ 13500x236115 o a up, 
Tb ~ U~ 43,7xl0 6 x30 = 2 < 4MPa 

Remarque : I z = l tl + I z2 + I z3 

41 =^^ + 150x30 x62,5 2 = 17,95 xlO 6 

4 2 = ^|^- + 90x30x87,45 2 = 20,85xl0 6 
30xl20 3 + I20x30xl2,45 2 = 4,88xl0 6 



43 = 




Fig. 17 




Fig. 18 



12 



A (S„= 150x30) 



6„ = 30 



m 
un 

oo 

II 

Z I 






1 
























b) 



\ fl(S fl = 90x30) 



ig. 19 
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25. Flexion •> contraintes 



EXERCICES A RESOUDRE 



LJ Un panneau indicateur de forme circulaire (0 800 mm) supporte une charge F 
resultant de Taction exercee par le vent (0,05 N.cm -2 ). 

a) Determiner F et les actions exercees par l'encastrement en A. 

b) En deduire le moment flechissant maximal dans le poteau AB et la contrainte 
maximale correspondante. 




Fig. 20 



13 Reprendre l'exercice 1 avec un panneau triangulaire (triangle isocele : base 
1 050, hauteur 900, barycentre B) et un poteau AB tubulaire (D = 80, d = 74 mm). 

Reponse 

F = 236,2 daN ; M A = M fmaxl = 2 835 Nm ; <T max , = 210,5 MPa. 



D Le dispositif propose permet de cintrer des tubes de chauffage. L' effort Fde cin- 
trage est fourni par un verin hydraulique (non represente) dont la tige (7) agit sur une 
came de poussee (6), alors que le maintien est assure par deux galets (4) et (5). 
Si la limite elastique du materiau est R e = 340 N.mm -2 , determiner 1' effort necessai- 
re pour cintrer le tube indique. 

Reponse 

F = 19,2 kN. 
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D Une barre d'halterophilie est chargee symetriquement en A et D (P = 150 daN de 

chaque cote). Les mainsl de rhalterophilej sont situees en B eti CI a 0,45| m de A et D. 

a) Determiner le moment flechissant maximum dans la barre ABCD\ 

b) Si Ton adopte une contrainte admissible de 200 MPal pour le materiau de la barre, j 
quel devrait etre son diametre d minimal ? 



150 daN 




D"150 daN 



Fii.22 



LJ Une petite presse se compose d'un bati soude (1) profiles en H, d'une table de 
travail (2) reglable en hauteur et d'un verin hydraulique de poussee (4 + 5). La pous- 
see maximale du verin et Id capacite de la presse sont de 840 kN. 
La table (2) est schematisee par une poutre sur deux appuis, dont les dimensions 
transversales sont indiquees section EE. 

a) Determiner le moment flechissant maximal dans la table. 

b) Si on impose une contrainte admissible de 80 MPal pour le materiau, determiner 
l'epaisseur e minimale des toles de la table. 




Fig. 23 



Q Reprendre l'exercice 5 avec e = 10 mm, En deduire la charge F maximale admis- 
sible par la table (2). 

^^^^_^^^^^^^^^^^^^^^^_^ — ^^^^^^^^^^ = ^^^^ === ^^^^^ = ^ Reports* 

463 kN. 



25. Flexion - contraintes 



Q Un palonnier ABC est utilise 
en manutention pour soulever des 
charges de grande longueur, 
a) Pour les charges indiquees, 
determiner la valeur du moment 



flechissant maximum entre A et B. 
b) Si la contrainte admissible est 
de 100 MPa, determiner un pro- 
file IPER pouvant convenir pour 
fabriquer le palonnier (voir dimen- 
sions des profiles, chapitre 
"moments quadratiques"). 




000 

Fig. 24 



daN 



| ^ 2 000 mm 


1 8 000 daN 
2 000 mm 







V 



'4/1 

ho daN 



G Reprendre I'exercice 7. On utilise un profile IPER de 270. Quelle est la charge 



totale C 2/ i admissible pour le levage ? 



5 300 daN. 



Reponse 



KM Un pont roulant est realise a 
partir d'une poutre principale (1) 
(profile IPE), de deux moteurs de 
translation (3) et d'un palan (2) 
mobile entre A et B. 
Si la charge P maximale devant 
etre levee est de 1 000 daN et si 
la contrainte admissible dans la 
poutre est de 100 MPa, determi- 
ner un profile pouvant convenir a 
la fabrication de la poutre (voir 
dimensions chapitre « moments 
quadratiques »). 




Fig. 25 




Reprendre I'exercice 9 en prenant en compte le poids propre de la poutre principale. 



Q La poutre proposee supporte 
une charge repartie q de 
25 kN.nf 1 . Compte tenu des 
dimensions de la section, deter- 
miner la contrainte maximale 
exercee. 

Reponse 

\J\) = 1 841,5 cm 3 ; 



q=u kN.m -1 




W w H 



1_1 



6 m 



Fig. 26 



./to 



200 



Q Reprendre I 'exercice 11. Quelle doit etre l a valeur de la charge repartie q pour 
que la contrainte maximale dans la poutre ne depasse pas 75 MPa ? 
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Ul Pour la poutre en T proposee . determiner la valeur maximale de la charge F si on 
impose pour le materiau une contrainte admissible de 60 MPa en traction et une 
contrainte admissible de 105 MPa en compression. Le poids de la poutre est neglige. 

Reponse 




Fig. 27 



ED Un barrage temporaire servant de retenue d'eau est construit a partir de poteaux 
en bois (a x b), espaces de e = 1 m, et de planches sur une hauteur de 2 m. Si la 
contrainte admissible en flexion du poteau est de 10 MPa, determiner a et b. 

Reponse 

Q = 125; b = 250 mm. 




Fig. 28 



La poutre proposee (profile en U) supporte une charge Fde 10 kN d'un cote et 
est encastree de 1' autre. Determiner la contrainte maximale dans la poutre (G est le 
barycentre de la section). 

Reponse 

I, = 4 226 cm 4 ; = a B = - 100 MPa ; o A = 42 MPa. 
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G Deux solutions (A et B) sont envisagees pour renforcer un profile en U travaillant 
en flexion, a) Des deux solutions proposees, laquelle peut supporter le mieux un 
moment flechissant M h = 37,4 kN.m ? b) Quelle est la contrainte maximale dans ce 
cas ? Quel est le pourcentage d'efficacite en plus ? 

Reponse 

solution B ; a = 80 MPa ; 38,4 %. 

® y t ® n 



200 




III Une articulation cylindrique, en chape, est calculee a partir des deux schematisa- 
tions symetriques proposees d'emploi usuel. Exprimer d ans les deux cas la valeur du 
diametre d en fonction de F, a, b et la contrainte admissible R„. Comparer le s resul- 
tats avec le cas du cisaillement simple (voir page 299). 




(_] Une poutre de section rectangulaire 50 x 200 
supporte un effort tranchant T = 67,2 kN et un 
moment flechissant M, = 11,2 kNm. 
Determiner la contrainte normale et la contrainte 



tangentielle en A. 



Reponse 



o A = 33,6 MPa ; x, = 7,5 MPa. 




Fig. 32 
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Renrend re l'exercice 1 R. Determine r les contraintes normales maximales et les 
contraintes de cisaillement maximales. 



Q une poutre est realisee a partir de trois autres 
poutres en bois collees ensemble. 
Si la contrainte de cisaillement admissible dans le 
joint colle est de 0,7 MPa, determiner 1' effort tran- 
chant T maximal supportable. 

Reponse 



T = 5,04 kN 




Fig. 33 



D Une poutre est realisee a partir de deux plats de 
150 x 30 colles en T. 

a) Si l'effort tranchant T supporte est de 13 kN, 
determiner la contrainte de cisaillement dans le joint 



colle. 

b) Calculer la contrainte de cisaillement maximale 
dans la section. 

Reponse 

■■ 3,46 MPa (en G) . 



150 



colle / 



30 



Fig. 34 



D Renrendr e l'exercice 21 avec deux plats de 200 x 50 visses en A. Si T = 3,2 kN 
et si chaque vis peut supporter un effort de cisaillement de 1 kN, determiner 1'espa- 
cement necessaire entre les vis. 

Reponse 

g = 51 jnzn. 



Si Une poutre en I est realisee a partir de toles 
d'acier d'epaisseur 20 mm soudees ensemble. Si 
l'effort tranchant T est de 500 kN, determiner la 
charge supportee par chaque cordon et par unite de 
longueur. 

Riponse 

307 kN/m. 



soudure ~ ~ f 



20 



o 
o 

CO 



300 



Fig. 35 
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FLEXION 
DEFORMATIONS 



Objectifs 

■ Definir la notion de deformee et de fleche. 

■ Developper la methode par integration. 

■ Presenter le principe de superposition et donner un formulaire 
general. 



Dans les chapitres precedents consacres a la flexion, nous nous sommes interesses aux 
poutres flechies et a leur dimensionnement d'un point de vue resistance sous charge. 
Dans ce chapitre, c'est l'aspect deformation qui est aborde. En particulier, la determi- 
nation de la fleche maximale et de sa valeur admissible est l'un des elements fondamen- 
taux de la conception des poutres. 

II existe plusieurs methodes pour determiner les deformees et la fleche maximale ; nous 
nous limiterons a la methode par integration. Si les charges sont nombreuses, le princi- 
pe de superposition permet de simplifier les resolutions, ainsi que les logiciels. 



I-Notiondedeformee 



Pour la poutre don- 
nee en exemple 
(fig.l), la ligne 
moyenne {AICJBD) a 
pour direction l'axe 
des x avant deforma- 
tion et la courbe indi- 
quee sur le graphe (y, 
x) apres deformation. 
Cette courbe est 
appelee deformee. 

y = f(x) est 1' equation 
mathematique de la 
deformee dans le sys- 
teme d'axes (x, y). 




deformee 



ig. 
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En un point G quelconque, de coordonnees (x, y), la pente de la tangente a la deformee 
est tan 6 C . De plus, dans le cas des petites deformations : tan 6 G =» 9 C . 
Si y' est la derivee premiere de y par rapport a x, on a : 

y' = f (x) = tan Q G = 8 G (avec 0 G en radian) 



Conditions aux limites : y, = 0 ; y, = 0 et y', = 0, encore appeles conditions aux 
limites, sont des elements connus de la deformee. Ces elements sont imposes par les 
appuis A et B ou par la forme de la deformee. 

Fleches : la deformee presente des valeurs maximales en I (entre A et B) et a l'extre- 
mite D. Pour ces points particuliers, la deformation est souvent appelee fleche (/) : 

f,= yrJ D = y D - 



II -M&hode par integration 

1. Principe 

Connaissant l'equation des moments flechissants M, en fonction de x, la pente y' = 6 et # 
la deformee y sont obtenues par integration successives a partir de : 

M f : moment flechissant (equation) 
£ : module d'elasticite longitudinale 

/ = I z : moment quadratique des sections par rapport a l'axe (G, z) 
y" : derivee seconde de la deformee y 



M f = -£/y" 



Remarque 1 : si on utilise la convention des efforts a droite ou convention 2 (voir cha- 
pitre « generalites ») ; l'equation s'ecrit : M f = Ely". 

Remarque 2 : les constantes d'integration successives seront calculees a partir des 
conditions aux limites imposees par la position des appuis ou la forme generale de la 
deformee. 



Exemples usuels de conditions aux limites 




encastrement 



y s =o 




articulation 



ig.2 



y c =o 



appui simple 
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26. Flexion - deformations 



2. Exemple 1: poutre sur deux appuis 
avec charge concentree au milieu 



Reprenons l'exemple de la 
poutre de pont roulant du para- 
graphe II du chapitre « flexion - 
contraintes ». 
A = B = P/2 = 500 daN 

Moments flechissants 

0^X<2 

M fAC = (-P/2) .X = -500X 
2 «X<4 



fCB 



(P/2)(X-L) 
= 500 (X - 4) 



Notons qu'il y a symetrie des 
troncons AC et CB. II suffit 
done de limiter l'etude de la 
deformee au troncon AC. 





p 






(1 000 daN) 












C 







^ 2 m 


< 2m > 


















X 




— 















: -10kN.m 





y'c=°yc= f 



Fig. 3 



a) Equation de la deformee 

M f ac = - EIy" AC = (- P/2) . X => Ely\ c = (P/2) . X 

Integrons une premiere fois : Ely ' AC = (P . X 2 ) / 4 + C 1 

Integrons une deuxieme fois : Ely AC = [(P . X 3 ) / 12] + C l . X + C 2 

Cj et C 2 sont des constantes d'integration ; elles caracterisent la position de la deformee 
y par rapport au repere (A, X, y). 

Pour X = 0, y„ = 0 ; il en resulte que C 2 = 0 (EIy AC = C 2 = 0). 

Le seul autre element connu de la deformee y„ est la pente de la tangente au point C. 
En C, la tangente est horizontale ; autrement dit, pour X = L/2 : 

y' AC = 0 = tan 6 C = 6 C 

E| y ac= 0 = [( P ■L 2 )/16] + C 1 il' en resulte que : Q = - [(P . L 2 ) / 16] 

b) Resultats 




PI 

La fleche maximale est obtenue pour X = L/2, pour cette valeur / = - ^ Q CT . 

48 EI 

Application numerique 

P = 1 000 daN E = 20 000 daN.mrrf 2 ; 

L = 4 000 mm et / = 869 cm 4 = 8 690 000 mm 4 (profile IPE de 160). 



x (m) 


0 


0,5 


1 


1,5 


2 


Vac (mm) 


0 - 


2,8 


- 5,3 


- 7,0 


-7,67 
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3. Exemple 2 : poutre sur deux appuis 

avec charge repartie uniforme q sur toute la longueur 



A = B = (q./)/2 = 500daN 

Moments flechissants 

0<X<4m 

M _ qL y qX 2 

a) Equation de la deformee 

„ gJ. X q tf 



Mf AB = -EIy" AB = 



Ely" AB = 



ql.X qX 2 



2 2 

Integrons une premiere fois : 

ql.X 2 aX 3 
Ely ab = — ^ + Ci 

Integrons une deuxieme fois : 
qL.X 3 qX 





(7 = 250 daN.rrr 1 






1 \ , 




















Z./2 = 2m 



Z./2 = 2m 



.. __ gL 

1 "if maxi ~ g 





]y'c=Qc=Q\ 



Fig. 4 



+d.x+c 2 



12 24 

Pour X = 0 : y AB = 0, il en resulte que C 2 = 0. 

Pour X = L/2 : y' AB = 0, il en resulte que C 1 = - [(q L 3 )/24] (ce resultat aurait aussi pu 
etre determine a partir de y AB = 0 pour X = L). 

b) Resultats 



v -3- 
Vab- E j 



LX 2 



XI 
6 



24 



et y AB = 2fe(2LX 3 -X 4 -L 3 x) 



La fleche maximale est obtenue pour X = L/2 : 



/ = - 



5qL 4 
384 £/ 



Application numerique 

q = 250 daN.m- 1 ; J = 869 cm 4 ; L = 4 m ; E = 20 000 daN.mrrr 2 ; 

pourx-L/2-V -f- 5x2500x 1Q- 3 x400Q 4 = _ 4 8mm 
pourx-L/^.y, 384x200000x8690000 4 ' 8mn1, 

Pente maximale en A (ou B) : 



e A = e B = y'(0) = -y'(i) 
_ qL 3 



_ - 2 500 x 1Q' 3 x 4 000 3 
" 24 x 200 000 x 8 690 000 

= - 0,0038 rad 
= -0,22°. 
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4. Exemple 3 : poutre encastree soumise a une charge q 
repartie sur toute la longueur 

Efforts a l'encastrement 
M A = (q L 2 )/2;A f = qL;A f = 0. 

Moment flechissant 

M MB = ( q L 2 )/2 - qLx + q x 2 /2 

Determination de la deformee : 
Ely AB = ~^-+qLx- :1 ^- 

pi ' - qL 2 x + qLx 2 qx 3 r 
E-iy ab — £ 2 6 

Pour x = 0 : 
Y AB = 0 d'ou C 2 = 0. 

De plus, la tangente en A est horizonta- 
le, autrement dit : 
y',., = 0 d'ou Q = 0. 

Fig. 5 

Resultats 



2 

Y'ab = ^-(-x 2 + 3Lx-3L 2 ) y AB = ^-(-x 2 + 4Lx-6L 2 ) 



La fleche est maximale en B ainsi que Tangle $, 



_ i _ <3 i- 4 a i qL 3 
Vb-Ib- g£j »b-Hb- gg; 



III - Principe de superposition 

Le principe s' applique de la meme maniere a toutes les grandeurs etudiees : actions 
exercees par les appuis, efforts tranchants, moments flechissants, contraintes et defor- 
mations. 

On part du principe que l'addition de deux etats d'equilibre est elle aussi un etat 
d'equilibre. 

Inversement, un probleme complexe (avec de nombreuses charges differentes) peut etre 
decompose en la somme de plusieurs problemes simples (par exemple faciles a resoudre 
avec un formulaire), tous en etat d'equilibre. 
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Exemple : poutre sur deux appuis soumise a une charge concentree en son milieu et & 
une charge repartie q sur toute sa longueur. 

L' etude de cette poutre se ramene a 1' addition, ou la superposition, des exemples 1 et 
2 du paragraphe II precedent. 



(7= 250 daN.nr 1 

















■91 


2 rr 


l 


I 






2m 


891 







\^ 2m^ 


s< 2m >P 







© 

A C 



P*(1 000 daN) 

B + 



® 



2m 



_ 2m T 



□HQ 

! 4m 



Fig. 6 

a) Actions exercees par les appuis 



^1 



r = t ,. r + 1 



A = A\ + A t 



A = A^ + A z = P/2 + qU2 = 500 + 500 = 1 000 daN 
fl=0 t +B z = P/2 + qU2 = l 000 daN 



Fig. 7 

b) Efforts tranchants 

T = Tj + T 2 (en tout point : addition algebrique) 




Fig. 8 



TAC 



T wc + T ur m 500 + (500 - 250x) = 1 000 - 250x 



T cb = t \cb + Ticb = - 500 + (500 - 250x) = - 250x 
c) Moments flechissants 

M, = M f j + M ( 2 ( en tout point : addition algebrique) 

T 




Fig. 9 

MfAC rfMf i^ + Mf2AC = 500x + (- 500 x + 125 x 2 ) = - 1 000 x + 125 x 2 
M fCfl = M f 1CB + M f2CB = 500 (x - 4) + (- 500 x + 125 x 2 ) = 125 x 2 - 2 000 
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d) Contraintes 

G = O] + <7 2 (en tout point : addition algebrique) 

La section C est la plus chargee dans les deux cas (celle du M, maxi ). 



CT,= 



M f2 - v -= 



1=^575^ 



V <7=<7 1 + a 2 = l 725y(MP<s) 



8 690 000 



■ 138 MPa 



•92 MPa 




<x maxi = 138MPa 




ff 1maxl = 92 MPa 



ff2maxi = 46 MPa 




Fi.10 



Les contraintes s'ajoutent algebriquement ; les contraintes de compressions se retran- 
chent des contraintes de traction, etc. 

Ici, a x et a 2 ont meme sens et sont maximales pour y = 80 mm. 
<>maxi= CWi+ 0-2maxi= U25 x 80 = 138 MPa. 

e) Deformations 

Comme les contraintes et les autres grandeurs (T, M f , etc.), les deformations s'ajoutent 
algebriquement en tout point. 

y' = y', + y' 2 et y = y x + y 2 

V ac = y iac + y 2 AC '■ 



p 






Lx 


X 3 


L 3 ) 


A El 






I 4 


6 


24j 



P fx 3 iV 



Va C= y 1A e.y 2AC = m -3- 4 



24 £/ 



2Lx 3 -x 4 -L 3 x 



Remarque 

y' CB et y, se deduisent de y^ c et y„ par symetries. 



Fleches maximale en C 

fc = /ic + he 

-WtrmEI= "7.7-4,8= -12,5 mm 



IV • Formulaire 
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Pente 

maxi 



Fleche 



Equation 



—J Uj 

UjCNJ 



3fl 



-f$2t-x) 




U. CM 



03 



Fa 2 {3L 



x * a :y ' = ~ft' 2a ' x 1 
Fa 2 

x >a :y = 




00 



80 



=jf (3 Z. 2 - 3 L x t x') 




_ -qa 3 (4Z. -a) 

' s 24 E 



x =s a : y 

y 

x > a : y' 



S(* 2 "3a* + 3a 2 ) 

'4x - a] 



6F/' y 



qa" 



24 Er 




I 

II 



. -Ma(2i - a) 

fB = — m — 



x =s a : y 
x > a : y' 



My 
£/ 

Ma . 



;y = 



- lf ;y = 



2 El 
Ma 
2 El 



(2x-a) 




cr|cM 



y = __^Lf4L 3 -6i 2 x+4ix 2 -x 3 



24 LB* 
120 f/i 



1 10 L 3 - 10 L 2 x + 5br 2 -x 3 
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26. Flexion - deformations 



Pente maxi 



Fleche maxi 



Equations 




U2 



U2 



i < 



5t> 11 



' c 48F/ 



0 « x < V 2 

/ = - F f L 2 - 4x 2 l 




si a > b 



0 =s x < a 
F.b 



Y = - 



n 

CO 

as 



9 /3~£/i 



y = 



6F/zV 
F.6.X r,2 
6FH. 1 




i/2 



i72 



CM CO 
CO 
II II 
T ^ 



" 384f/ 



pourx 



,.-jg(jr»-2l*»+l>) 




% 
i 



I 

S CM 

I 



xssa: 



ii 



n 

05 



^L?_f4ix 3 -12aix 2 + 6a 2 x 2 
24 EIL[ + 4a 2 /. 2 -4a 3 i+a 4 , 



•c7.X 



24 f/i 



ix 3 -4aix 2 + 2 a 2 / 2 
+ 4a 2 i 2 -4a 3 Z.+ a 4 , 



sis 




x s= a : 



/ = 



6 £//. 



6ai-3x 2 -3a 2 -2/. 2 



/ = y^(6a/.-x 2 -3a 2 -2Z. 2 ; 








xl 




z. 



uj 

O cj 
CO -J, 



pour Xt =0,5193/. 

0,00652 ft/. 4 
£/ 



/ = wo 
y 360£/£ 

, _ -qpx 
y -360F7I 



^{l5x 4 -30Z. 2 x 2 + 7/.j 



a^3x 4 -10i 2 x 2 + 7ij 
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EXERCICES A RESOUDRE 



LJ Le tour de grande capacite pro- 
pose realise le tournage d'un 
cylindre de 1 m de diametre et de 
longueur 5 m. 

La masse volumique de l'acier est de 

7 800 kg.rrr 3 . 

£ = 20 000 daN.mrrr 2 . 

a) Determiner l a valeur de la char- 
ge repartie q correspondant au 
poids du cylindre seul (Faction de 
l'outil de coupe est negligee). 

b) Determiner la deformee du 
cylindre. En deduire la fleche maxi- 
mum (l'etude du cylindre se ramene 
au schema ci-contre). 




■■■ill 
-< — 



/. = 5m 



nam. 



Fig. 12 



Q Reprendre l'exercice 1 avec un 
cylindre plus petit (0 30 ; 
L - 0,5 m). Les actions F schemati- 
sent les efforts exerces par des outils 
de coupe (F =100 daN). Le poids 
de la barre est neglige. 
Determiner l a deformee de la barre. 



Reponse 

y = -I± j [3aL-3a 2 -x*) si xSi; 
y=-^L(3Lx-3x 2 -a 2 ) si a«xsL-a; 
l™-2fe(3i. 2 -4a 2 ) pour x = L/2 , 9 A -e B -™£* ; 





T 


T 








, B 




C D 






< 3 > 




a 






L 







Fig. 13 



B Un relais electrique a contact est realise a 
partir d'une lame (AB), parallelepipedique 
(90 x 10 x 0,6), en laiton et encastree en A. La 
manoeuvre est effectuee en C par un electro- 
aimant place a la distance h de la lame (au 
repos). Si l'ecartement des contacts en B est 
e = 3 mm, determiner la force necessaire que 
doit exercer l'electro-aimant pour etablir le 
contact. A partir de auelles valeurs de h le 
contact est-il possible ? £, aiton = 100 GPa. 

Reponse 

0,711 N ; h ^ 1,2 mm. 



B ! 



10 



t fl = 3 



X 



electro-aimant 



contacts/ 



Fig. 14 
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Ul Une colonne (2) de presse a 
air comprime supporte un couple 
M en B engendre par la charge 
F = 200 daN (on se place dans le 
cas le plus defavorable). 
Les poids de (1) et (2) sont negli- 
ges ainsi que les deformations 
engendrees par les phenomenes 
de traction. Ecrire Tequation de la 
deformee de la poutre et la fleche 
maxirnale si £ = 200 GPa. 



h«-250 




"b \ 



Fig. 15 



'exercice 4. Si on tient compte du phenomene de traction dans la bane 
(2) du a la charge F, determiner la position exacte du point B apres deformation. 



Une cle dynamometrique est utilisee pour realiser avec precision des couples de 
serrage compris entre 0 et 100 Nm. Elle se compose d'une tige de manoeuvre cylin- 
drique 2 (0 1 1 mm) encastree dans un carre porte-douille indeformable (5). La mesu- 
re du couple est obtenue en reperant la flexion (fleche, au point B) du tron5on AB au 
moyen d'un curseur gradue (3). La charge F schematise Faction de l'operateur, le tron- 
qon BC est suppose indeformable ainsi que 1' aiguille (1). 
Ecrire une relation entre la fleche en B (/) et le couple de serrage de l'ecrou. 
En deduir e la valeur (en mm) des graduations du curseur, 




B Un arbre est guide en rotation 
par deux paliers a roulements en B 
et C et supporte deux poulies a ses 
deux extremites A et D, F schemati- 
se la charge exercee par les poulies. 
Si EI est suppose constant, determi- 
ner la deformee de 1' arbre et la 
fleche au milieu de BC. 

Report se 



poulie 1 



poulie 2 




Vbc- 



F 

' 6EI 
F 

2 EI 



-x 3 + (3a 2 + 3ab)x-2a 3 -3a 2 b 
■ax t + {2a 2 +ab)x-c?-a 2 b 



Fig. 17 



Fob' 
" 8H 
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Q Reprendre l 'exercice 7. Pour quelle valeur d e a la fleche au milieu de BC est-elle 
egale a celles en A et D ? 

Reponse 

a = 0,152 L. 



Q fOeprendre l'exercice 7. Les poulies sont mises a la place des paliers et inverse- 
ment (F en B et C). Determiner l a fleche au milieu de BC. 

Eeponse 



/ = -Mfc( 3L2 - 4c 



Q Reprendr e l'exercice 7. La poulie 1 et le palier 1 sont inverses (F en B et D) ; 

F B sont differentes, p our quelle 



a = b = L/3. Determiner l a fleche en D. Si F D et 
valeur de F D la fleche en D est-elle nulle ? 



3Fa 3 
4£/ 



F -5 
*b- 4 ■ 



Q Une poutre principale (1) de 
pont roulant est realisee a partir 
d'un profile IPE de 450 
(4 = 33 740 cm 4 ). La poutre sup- 
porte une charge concentree 
P = 5 000 daN en C (action d'un 
palan) et une charge repartie 

q -"5 77,6 daN.nr 1 (schematise l<* 
poids de la poutre) sur toute la lon- 
gueur. Determiner la deformee de 
la 



poutre et la 
(E = 200 GPa). 



fleche maximale 



/ c 20 



[ p I p pi ) 

fl=77,6daN.m _1 .P (5 000 daN) 

A j j j j j j j _LU_y jjjjj 



i72 B H 340 



1/2 8 5 340 



. Reponse Fig. 18 



Reprendre l'exercice 11 avec 
une poutre principale de potence 
pour manutention : IPE de 330 ; 
4= 11 770 cm 4 ;P = 2 000 daN 

en B ; q = 49,1 daN.nr 1 ; 
L = 4900 mm. 

Reponse 

/ fl = 34,81 mm. 



(palan) 



P 

(2 000) 




I 9 = 49,1 daN.nr 1 




- 






L = 4 900 mm r 


1 





Fig. 19 



360 




FLEXION 

SYSTEMES 

HYPERSTATIQUES 

0 BJ ECTI FS 

■ Definir la notion de systeme hyperstatique, donner des 
exemples. 

■ Developper les methodes de calcul par superposition et par 
integration. 



Un systeme, ou une poutre, est dit hyperstatique chaque fois que les actions de contact 
exercees par les liaisons ne sont pas calculables a partir des equations du principal fon- 
damental de la statique. 

Les actions ne pourront etre determinees qu'apres ecriture d'autres equations obtenues 
a partir des deformations du systeme. Plusieurs methodes sont ici possibles ; deux seront 
etudiees. 

Exemple 1 



A/2 



A/2 



J — c? 



equations 

A*B=F (1) 
M B = -AL + ^ (2) 



2 equations a 3 inconnues : A, fi et M B ; 
le systeme est dit hyperstatique d'ordre 1 



Fig. 1 

Exemple 2 



Fig. 2 



H 


N 


a 


b 




- 



equations 
A+B=F 
M A = M B -F.b+ AL 



2 Equations a 4 inconnues : M A , Mo, A etfl; 
le systeme est dit hyperstatique crordre 2 



(1) 
(2) 
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1 - Methode par superposition 

L'utilisation du theoreme de superposition, presente au chapitre precedent, permet de 
ramener un probleme hyperstatfque a la somme (addition algebrique| Oil] vectorielle) de 
deux ou plusieurs problemes isostatiques, dont la resolution est dassique et connue 
(formulaire.. ,)\ 



1. Poutre sur trois appuis avec charge repartie q 



Cet exemple classique est appli- 
cable al des dispositifs varies 
(cuve, structures, etc.)- Prenons 
le cas d'une etagere sur trois 
appuis. q| schematise le poids des 
livres et objets divers. 

a) Etude statique 

A + B + C = aU (11 

A = B (symetrie) (2} 
On a deux equations a trois 
inconnues : le systeme est dit 
hyperstatique d'ordre 1. 



Fig. 3 



J U2 = 1 000 mm L 


a Z72 = 1 000 mm 1 ^ 




q= lOOdaN.m" 1 




■litl 



/72 = 1 ml 



172 = 1 m 



TT i H1H1 



el 



b) Systeme isostatique associe 

Afin de pouvoir appliquer le theoreme de superposition, remplagons l'appui C par la 
charge C* qu'il exerce, en remarquant que Cfdoitl avoir une intensite suffisante pour 
entrainer une fleche nulle en C : y, = 0. Notons que Ton pourrait proceder de facon 
analogue avec les appuis A et B. C presente l'avantage de donner un probleme syme- 
trique plus simple a resoudre. 



systeme 
associe 



i 



i 1 1 1 1 1 



y c =o 



Fig. 4 

C devientj une donnee du problemej et les equations de la statique s'ecrivent : 
A.B-\ q L-\c 

c) Theoreme de superposition 

Appliquons le iheonenie paiar dMfianmiBaar lto rlJEiite em <C. 
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y, c et y, c sont obtenues a partir du formulaire du chapitre precedent. 



Vc = VlC + V2C = 



_ CL 3 SqC _ L 3 



48 El 384 £7 48 El 



5qL 
8 



)-0 



C = 



5qL 
8 



sachant que A + B + C = qL avec A = B 



d) Resultats et diagrammes 

Une fois A, B et C connues, la suite de 
1' etude se ramene a celle des chapitres 
precedents. 

3_r 

8 

Le moment flechissant maximal appa- 
rait en C : 

2 

= 125Nm 



M - qx 



x - 



m i maxi -JJ" 



Remarquons que ce moment flechis- 
sant maximal est quatre fois plus petit 
que celui d'une poutre sur deux appuis 
A et B. Avec un appui supplementaire 
en C, on multiplie par quatre la capa- 
city de charge de la poutre. Dans les 
deux cas, la zone fragile reste la sec- 
tion C. 



A = B = 



3qL 
16 



3qL 
16 





<7=100daN.m- 1 - 


Mi" 


MM 


i/2 = 1 m 


C U2 = 1 m 



u„.u s 





L = 2m 






q= lOOdaN.m" 1 


»- 






-Ju, 









B _3qL 




^maxi ( zone fragile) 



Fig. 6 



2. Poutre encastree avec charge repartie 
et appui supplementaire a son extremite 

Cet exemple, lui aussi tres classique, est applicable a de nombreux dispositifs. 

a) Etude statique 
A+B=qL (1) 
M B = -AL + ^! (2) 

On a deux equations a trois incon- 
nues : A, B et M B ; le systeme est 
hyperstatique d'ordre 1. Fig. 7 

b) Systeme isostatique associe et principe de superposition 

Meme demarche qu'avec l'exemple precedent : rempla§ons l'appui A par la charge A 
qu'il exerce, en remarquant que l'intensite de A doit entrainer une fleche nulle en A : 
y, = 0. On pourrait proceder de fa§on analogue en rempla§ant l'encastrement B par 
une articulation plus un couple M B . 

Appliquons le theoreme de superposition pour obtenir la fleche en A. 



2 

A 








Q 






n 




1 B 








L 
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i 



t 



y A = 0 



AL 3 



8EI 



Fig. 8 



i>A = VIA + S>2A 



al 3 q^ 4 l 3 f A qi- 



il en resulte que : 



3EI 8 EI EIV3 8 
et 



= 0 



A = 



3q_L 
8 



B = 



5qL 



8 



8 



c) Resultats et diagrammes 

3qL 



M, 



f AB 



qr 

' 2 



8 



Le moment flechissant maximal apparait a 



l'encastrement B : M, 



f max 



8 



Remarquons que ce moment maximal est 
quatre fois plus petit que celui d'une poutre 
encastree sans appui en A. Autrement dit, en 
mettant un appui en A, on quadruple la capa- 
cite de charge de la poutre. Dans les deux cas, 
la zone fragile reste l'encastrement. 




Fig. 9 



II - Methode par integration 



La methode reprend le principe des integrations successives a partir de M, = - E/y" 
aborde dans le chapitre « flexion - deformations ». 

Les conditions limites aux appuis supplementaires permettent de determiner les actions 
inconnues en fournissant des equations supplementaires. 

Exemple : reprenons l'exemple 2 d' introduction, avec a = b = L/2. 

Remarquons que, par symetrie : A = B = F/2 et M A = M B . 

M A , ou M B , reste indetermine et le systeme 
est hyperstatique d'ordre 1. 

M tAC = M A -Ax = M A -^f 



W AC =-M fAC = 



Fx 



-M A 



EIy' AC = ^--M A x + C l 
EI Vac =^--M a ^ + C iX + C 2 . 



y 


L A 


f 


B 


6 

M A 1 


A 

] uz 


C b\ 

U2 


l> 




"* H 





Fig. 10 



27. Flexion, systemes hyperstatiques 

Les conditions limites a l'encastrement A permettent de determiner les constantes C x 
etC,. 

Pour x = 0, y„ = 0, ce qui donne C 2 = 0. 

De meme, la pente de la tangente en A est nulle ; y' AC = 0, ce qui donne C\ = 0. 
De plus, au centre de la poutre, pour x = L/2, la pent e de la tangente en C est nulle : 
£/ y ' AC = 0 = |(|] 2 - M A | donne 

Resultats 



EXERCICES A RES0UDRE 



D R et rouver les resultats de l'exemple du paragraphe 1 2 avec la methode par inte- 
gration. 



D Reprendr e l'exercice 1 avec l'exemple du paragraphe 11. 



Q Un cylindre ABC de diametre 
30 mm est usine en tournage mixte. 
F (1 200 N) schematise les efforts 
de coupe et de penetration exerces 
par F outil. 

a) Determiner les actions en A et B, 
si a = b = 150 mm. 

b) En deduire les diagrammes des T 
et des M f . 




A-A 



-3 



A 














1 


A t 




i 

outil 



i 



y 







B 








a 


b 





Fig. 11 
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D Reprendre I 'exercice 3 avec a different de b ; a + b = L. Pour niielle valeur de a 
les deux moments flechissants maximum du diagramme des M f sont-ils egaux ? 




Q Reprendre. I'exercice 3 avec 
deux outils travaillant simultane- 
ment. 



A = 2B = M = i60daN; 
M A = ^ = 120Nm =M, m 




Fig. 12 



O Pour l'aile d'avion (ABC) pro- 
posed, la charge repartie q 
(1 100 N.m" 1 ) schematise Taction 
de l'air. Le maintien de l'aile est 
assure par une barre BD supposee 
indeformable. L'etude de l'aile en 
flexion se ramene schema de la figu- 
re. Les efforts de compression dans 
le troncon BC sont negliges. 

a) Determiner les actions exercees 
par les appuis en B et C. 

b) En deduire les diagrammes des T 
et des M f entre A et C. 




Fig. 13 



Q Une poutre encastree a ses 
deux extremites A et B _supporte 
deux charges concentrees F en C et 
D, symetriquement. 
Determiner les actions aux encastre- 



ments et la fleche maximale dans la 
poutre. 

Reponse 



A,- 
M A 



B, = F 



= M B = 

Fa' 
24E/ 



Fa 



L-a) 



L 

3L-4a 



"C 



Fig. 14 
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V. I. Hexion - systemes nyperstatiques 



El Un arbre de transmission ABC, 
guide par trois paliers a roulements, 
transmet de la puissance entre deux 
poulies. 

T schematise Taction de la poulie et 
des counoies sur 1' arbre. 

a) Determiner les actions exercees 
en A, BetC. 

b) En deduire les diagrammes des M, 
et le moment flechissant maximum. 

Ripotae 



11T M _ 3TL 
8 ; — 16"' 



poulie 1 poulie 2 

palier 1 ■ palier 2 ■ patier 3 




Fig. 15 



B Reprendre l'exercice 8 avec une seule poulie en J ou une seule charge T'en J 
(pas de charge en /). 

Riponse 



a _ 3T . R _ 11T . r _ 13T . M _ 13TL 
^ 32 v ~ ii ' v ~ w ' Ad • 



16 



32 



64 



G Un pont provisoire est construit 
a partir d'une poutre AB et d'un 
flotteur de section transversale S. 
La charge repartie q schematise le 
poids de la poutre et le poids des 
vehicules qui circulent. On suppose 
qu'au repos (pour q = 0), le flotteur 
n'exerce aucune action. 

a) Etablir une relation entre S, L, q, 
EI, y, (l'enfoncement en C) et la 
masse volumique de l'eau 

(p = 1 000 kg.nr 3 ). 

b) Quelle doit etre Faction en C (c]pour 
que la fleche en C soit nulle (y c = 0) ? 




Fig. 16 



Ul Une cuve completement rem- 
plie repose sur trois appuis A, B et 
C. La charge repartie q 
(2 000 daN.m -1 ) schematise le poids 
de la cuve et du liquide qui y est 
contenu. 

a) Determiner les actions exercees 
par les appuis en A, B et C. 

b) Tracer les diagrammes des 7 et 
M f . Quelle est la valeur du M f maxi ? 



(?=2 000 ; daN.m 



W Q Q Q p Q i 

A $ i. 

1^ Z. = 4m Z. = 4m | 



Fig.n 
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1 — 1 

LJ Reprendre l'exercice 11 


en sup- 








posant la cuve remplie sur la 


moitie 


l 






BC. 


Reponse 


1 




(/ = 2 000 daN.m 


A = - 0,0625 ql ; 








o ± I • ' L ± ± J. ± 

B\ t T T T T T T T ' 




D — U,oZD tJL- , 




At 








c = 0,4375 qL 












M fmi = 0,0625 ql 2 - 




















\ L = 4m 








Fig. 18 




p* > 





Q Un marbre en granit, utilise en 
metrologie, est pose sur trois paires 
de pieds en A, B et C. La charge 
repartie q (900 daN.m" 1 ) schematise 
le poids du marbre. 

a) Determiner les actions exercees 
par les appuis en A, B et C. 

b) La contrainte admissible en com- 
pression est de 200 MPa, celle en 
traction de 20 MPa. Comparer ces 
valeurs avec les contraintes dans le 
marbre. 





A ■ : \B 




C D 










V largeur = 1 000 


1L o 
in ° 
■ I " 





320 i 880 i 880 i 320 



















PI 


^ <?=900 daN.m ^ 









Fig. 19 



EQ Un pont a poutre continue 
repose sur quatre appuis A, B, C et 
D. La charge repartie q schematise 
le poids du pont et des vehicules qui 
circulent. 

a) Determiner les actions exercees 
par les appuis. 

b) Tracer les diagrammes des T et 
des M f , indiquer la valeur du 
moment flechissant maximal. 




Fig. 20 





C Dl 



7, 








Q 
















L 


Ui 


■1 111 

« * > 





R eponse 



A 9 = Q, 



2qL 



i B„ f= C,y = 



Iff ' " ,m ™ 10 



[_) Reprend re l'exercice 14 avec 
des charges concentrees Fau milieu 
de chaque travee. 



Reponse 



a„=d„= 



20 



B»-C„ 



23 F 
20 



7FL 
40 ' 



i/2 



1/2 



A 5T 



iy2 ' i/2 



t/2 



i/2 



Fig. 21 



FLEXION DEVI EE 



Objectifs 

■ Definir la notion de flexion deviee. 

■ Determiner les contraintes et le plan neutre lorsque les poutres 
ont au moins un plan de symetrie. 

■ Traiter le cas des poutres non symetriques. 



Les etudes de flexion des chapitres precedents sont limitees a des poutres ayant un plan 
de symetrie (x, y) passant par l'axe ou la ligne moyenne (x). 

Les charges sont supposees agir dans ce plan de symetrie. II en resulte notamment que 
les poutres se deferment dans la direction y du plan de symetrie, encore appele plan de 
flexion ou plan de flechissement. 

Dans ce chapitre nous allons aborder 1' etude des poutres non symetriques et le cas des 
poutres symetriques non chargees dans leur plan de symetrie. 















\ 








G 


i 
i 


i 

G 

i 




/ 


/ 


\ 




i 


i 


1 1 

a) poutres ayant 
une double symetrie 


' 1" 

b) poutres ayant 
une simple symetrie 




c) poutres 
non symetrique 



On se place dans le cas oil la poutre n'est pas chargee suivant un plan de symetrie (dans 
le cas contraire, il y a flexion simple et non plus flexion deviee). 
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/ 

/ 



a) cas d'une flexion simple b) cas d'une flexion d6vi£e 

, j 

Fig. 2 

L' etude de la flexion deviee, du type de celle indiquees par la figure 2, se ramene a la 
superposition ou a 1' addition (vectorielle) de deux flexions simples, definies a partir des 
plans de symetrie (fig. 3). 



flexion d6vi§e flexion simple N° 1 flexion simple N° 2 

dans le plan (x, 2) dans le plan (x, y] 

Ay |y Ay 




M, = Mj, + M fe 



M fc = M,.sin 0 



U b :M, cose 



Fig. 3 



1. Contraintes 

Si on neglige les effets de 1' effort tranchant T, la contrainte en un point A, de coordon- 
nees (y A , z A ), dans le systeme d'axes (G, y, z), est la somme (algebrique ou vectorielle) 
des contraintes dues a chacune des flexions simples M fj) et M fz . Autrement dit : 



Ga ± — r- .2a r~ ■ 



avec : y,., et z A , coordonnees de A dans (G, y, z) 

M fy = M f sin $ et M fe = M f cos 6 sont les projections du moment flechissant M f sur 
les axes y et z. 

I v et / z , moments quadratiques de la section par rapport aux axes y et z. 



28. Flexion deviee 



Remarque 

Dans le cas de la figure (y A > 0 ; 
z A > 0 ; M fy > 0 ; M fe > 0), M fy 
engendre des contraintes positives en 
A (contraintes de traction), alors que 
M fz donne des contraintes negatives 
(contraintes de compression), ce qui 
explique le signe moins de la formule 
indiquee (fig. 5). 




Fig. 4 




-axe neutre 




contraintes dues a M h 



contraintes dues a M, 



>fy 



contraintes totales 



Fig. 5 

Remarques : pour la figure 5 
_ ^ Mf z 

"2c = G 2B ~ ^maxi = / ' ^maxi - ~ &2A ~ ~ °2D 
°1D ~ °\C ~ °lmaxi _ ~J~ ' Z maxi ~ ~ G \A ~ ~ G \B 

°C = °lmaxi + °2maxi ! °B = °2maxi ~ °lmaxi > G A = ~~ (°lmaxi + °2maxi) ! °D = °lmaxi ~ °2maxi 



Les contraintes a A et a D sont des contraintes de compression (< 0) et les contraintes o c 
et <T B sont des contraintes de traction (> 0). 



2. Plan neutre (ABV) ou axe neutre 

Le plan neutre est le plan ou les contraintes sont nulles 



o = — — . z — — . y = 0 donne 



tana = 



[MO 




_y _ 


'M/sin0^ 




ImjeJ 


u, 


z 


v M/cos 0 ; 


(8 



d'ou 



tan «= 



.4 , 



tariff 








\ 




6/ 






90\ 



plan neutre ^ \_ Jfffteformation 



Fig. 6 
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Remarque : les contraintes sont maximales aux points les plus eloignes (A et Q du plan 
neutre et les deformations (fleche f) se font perpendiculairement a celui-ci. 



3.Exempkl 



Un profile IPN de 200 supporte un moment flechissant M, de 5 000 Nm, dont la direc- 
tion est inclinee de 30" par rapport a l'axe z. Deterrninons les contraintes en A, B, C et 
D et les contraintes maximales dans la section. 

Resolution 

Les dimensions et caracteristiques du profile sont 
donnees par des tableaux de dimensions (voir 
chapitre « moments quadratiques »). 

l v =ni cm 4 
l z = 2 140 cm 4 

Coordonnees des points A, B, C et D dans le 
sy steme d'axe (G, y, z) : 

y, = 100 ; z A = - 45 ; y B = - 100 ; z B = 45 ; 

y c = - 100 ; z c = - 45 ; y D = 100 ; z D = 45 mm. 

Composantes du moment flechissant M f sur les 
axes (y, z) : 

M f2 = M f cos G = 5 000 X cos 30" = 4 330 Nm. 
M fy = M f sin 6 = 5 000 x sin 30" = 2 500 Nm. 
Contrainte au point A : 




Fig. 7 



(7 A , 



Za 



2500x 10 3 Nmm) z A (4 330x 10 3 Nmm) Va 
117x 10 4 mm 4 2 140 x 10 4 mm 4 

= 2,1367 2,- 0,2023 y. 

=2,1367x(-45)-0,2023x(100) 
= -96,15-20,23 
=- 1 16,38 MPa 

Contraintes en B, C et D : meme raisonnement qu'en A. 

a B = 2,1367 z B - 0,2023 y, = 2,1367 X (45) - 0,2023 X (- 100) = 116,38 MPa 
a c = 2,1367 z c - 0,2023 y c = 2,1367 X (- 45) - 0,2023 X (- 100) = - 75,91 MPa 
a D = 2,1367 z D - 0,2023 y„ = 2,1367 X (45) - 0,2023 x (100) = 75,91 MPa 



Plan neutre NN 
.(/, 



or = arc tan 



tan0 



= arc tan 



f 2 140 



I 117 



tan 30° =84,6°. 
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Remarques : les contraintes a droite du plan neutre NN sont toutes des contraintes de 
compression (contraintes negatives) ; <j a - - 116,38 MPa est la contrainte de compres- 
sion maximale. Les contraintes a gauche du plan neutre sont toutes des contraintes de 
traction (contraintes positives) ; o B = 116,38 MPa est la contrainte de traction maximale. 



4. Exemple 2 

Un profile UAP de 250 est 
soumis a un moment flechis- 
sant M f de 2 000 Nm dont la 
direction est inclinee de 10" 
par rapport a l'axe z. Les 
axes y et z sont les axes prin- 
cipaux d'inertie de la section 
du profile. 

Determinons les contraintes 
aux points A et B. 




Resolution 



Fig, 8 



Les dimensions du profile sont indiquees dans le chapitre « moments quadratiques » 
l v = 296,7 cm 4 et / z = 4 136 cm 4 . 

Coordonnees des points A et B dans le systeme d'axes (G, y, z) : 
y, = - 125 ; z A = 60,4 mm 

y, = 125 ; z B = - 24,6 mm 



Composantes du moment flechissant suivant y et z 
M fz = M f cos 10" = 2 000 cos 10" = 1 970 Nm 

M fy = M f sin 10" = 2 000 sin 10" = 347 Nm 



Contrainte au point A : 

M/r Mj r (347x 10 3 Nmm]x60,4 (1970x 10 3 Nmm] x (- 125) 



aA= T-- ZA -17- y > = 



296,7x 10 4 mm 4 



4 136x 10* mm 4 



(j, = 7,064 + 5,954 = 13,018 = 13 MPa 



Contrainte au point B ■ 

= M£ _Mi _ 347x(-24,6) 1970x125 
o B /j; .z b ^ .y B 2g67 -41560 



= -8.83 MPa 
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Plan neutre NN : 



a = arc tan 



tanfl 



= arc tan 



1136 tan 10° 
[296,7 



= 67,86° 



Les contraintes en A et B sont les contraintes maximales dans la section. Les points A 
et B sont les point les plus eloignes du plan neutre NN. 

Remarque : les contraintes a droite du plan neutre NN sont des contraintes de com- 
pression ; a B = - 8,83 MPa en est la contrainte maximale. Les contraintes a gauche du 
plan neutre sont des contraintes de traction ; G A = 13 MPa est la contrainte maximale. 



II -Poutres non symetriques 

La poutre ne possedant aucun plan de 
symetrie, le premier travail consistera a 
determiner les axes principaux d'inertie {U, 
V) de la section (angle /?). 

Remarque : pour les profiles usuels (cor- 
nieres inegales, etc.), utiliser les tableaux 
de dimensions des fabricants. 
Une fois les axes principaux {] et V 
connus, l'etude de la flexion deviee est 
identique a celle du paragraphe I, en pre- 
nant les axes principaux comme axes de 
calcul (repere de calcul (G, U, V)). 
M, = Mfu + M fv 



iu 



M ( sin 6 et M fv = M, cos 6 



Pour le point A de coordonnees U A et V A , 
la contrainte est : 




Plan neutre (ou axe neutre) NN 





Fig. 9 




Fig. 10 



Exemple : une corniere a ailes inegales 150 X 100 X 10 supporte un moment fle- 
chissant M f de 2 000 Nm dans la direction z. Determinons les contraintes aux points A, 
B et C. 
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28. Flexion deviee 




: ig. 11 Fig. 12 

Resolution 

Les dimensions du profile et les axes principaux d'inertie de la section V et U sont indi- 
quees dans les tables de profiles : 



4 = 552 cm 4 ; /„ = 198 cm 4 ; / 0 = 113 cm 4 ; / v = 637 cm 4 . 
Remarque 

Coordonnees des points A, B, C dans le systeme d'axes (G, U, V) : 

V A = 26,8 mm ; U A = 103 ; V B = 52,5 ; U B = - 75 ; V c = - 41 ; U c = - 34 

Coordonnees de M f sur les axes (U, V) : 

M tu = - M f sin 23,84° = - 2 000 sin 23,84° = - 808 Nm 

M fv = M f cos 23,84° = 2 000 cos 23,84° = 1 829 Nm 

Les axes principaux sont inclines de 23,84° par rapport aux axes (y, z). 



Contrainte en A 



a A = Mil \j A - M£l \j n =a^-808x 10 3 Nmm)x26,8 " (l 829 X 10 3 Nmm) x 103 

Iu A l v A 113x 10 4 mm 4 637x 10 4 

= -19,16- 29,57 = - 48,73 MPa 

1829x(-75k -808x52,5 1fiMD 

Jij~ . B ly~ . B TL3ir^ 6 370 = ~16MPa 

CT^M.^-M. a x -808 x(- 41) - 1829 x(-34) 

lu 0 I v c H30 6370 JyilKa 



Plan neutre JVN : 

a = arc tan x tan d) = arc tan i~ x tan 23,84° i = 68. 1 3° 



Remarque : les contraintes a droite du plan neutre (oc etant la contrainte maximale) 
sont des contraintes de traction. Les contraintes a gauche du plan neutre (<7 A etant la 
contrainte maximale) sont des contraintes de compression. 
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EXERCICES A RESOUDRE 



• I Une poutre IPE de 600 (h = 600 ; b = 220 ;h = 92 080 cm 4 ; l v = 3 387 cm 4 ) 
encastree en A supporte a son extremite B une charge F legerement inclinee de 
6 = 1,2° par rapport a la verticale y. Determiner l es contraintes maximales en D et 
£ dans la section d'encastrement A et 1' orientation du plan neutre. Comparer a vec le 
cas d = 0. F = 100 kN ; L = 1,5 m ; h et b en mm. 

Reponse 




Fig. 13 



Une poutre en T supporte un 
moment flechissant maximal M f de 

1 875 Nm incline de 30" par rap- 
port a l'axe z. Determiner les 
contraintes en A et B et 1' orientation 
du plan neutre. 

Reponse 

a A = 74,8 MPa ; a B = - 90,4 MPa ; a = 21,4°. 




Fig. 14 



U Une corniere a ailes inegales 
150 x 100 x 10 supporte un 
moment flechissant M, = 1 000 Nm 
porte par l'axe z. Determiner les 
contraintes maximales ainsi que 
1' orientation du plan neutre. 
Donnees : 

U et V : axes principaux 
tan j3 = 0,442 ; I z = 552 cm 4 ; 
l v = 198 cm 4 ; J v = 634 cm 4 ; 
l v = 112 cm 4 




Fig. 15 
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SOLLICITATIONS 
COMPOSEES 



Objectif 

■ Donner la valeur des efforts interiairs et des contraintes pour 
les principals sollidtations composes : flexion + traction ; 
flexion + torsion ; traction + torsion ; traction + dsaillement ; 
torsion + dsaillement. 



Les poutres sont parfois chargees de facon complexe et les sollicitations engendrees, 
appelees sollicitations composees, ne peuvent pas etre etudiees et schematisees directe- 
ment a partir des sollicitations simples : traction, dsaillement, torsion et flexion. 
Cependant, dans un grand nombre de cas, les etudes peuvent etre ramenees a la super- 
position de plusieurs sollicitations simples. 



I • Flexion + traction 

1. Efforts interieurs : JV, Tet M, 



La poutre encastree proposee sup- 
porte une charge concentree F en 
B, inclinee de Tangle a. 
La charge peut se decomposer en 
une charge transversale F v et une 
charge axiale F x , toutes deux agis- 
sant en B . 

F y engendre de la flexion avec 
efforts tranchants T et moments 
flechissants M f . 

r F x amene des efforts normaux N 
comme ceux rencontres en trac- 
tion. 




F x = F cos 
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F y =F sin a 



1 



M A = F y L 




Fig.l 
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Remarques : 1' etude peut etre abordee par le theoreme de superposition. 




Fig. 2 



Les efforts interieurs N, T, M, peuvent etre mis sous la forme de diagrammes (meme 
demarche qu'en flexion). 



TL 



T=F„ 




M fmim=- F r L 



Fig. 3 

2. Contraintes 

II y a superposition des contraintes resultant de la flexion avec celles engendrees par la 
traction. Les contraintes s'additionnent algebriquement ou vectoriellement. 









Flexion + Traction 


I Traction 


Flexion 


contraintes normales 

contraintes de cisaillement 
lb 


K 

contra^V 


+ 


contraintes normales 

a= T y 

contraintes de cisaillement 
T _TQ 











Fig. 4 

Cas des contraintes normales 



(flexion t traction) 




(traction) 




Fig. 5 
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29. Solicitations composees 



Remarque : il y a emplacement 
du plan neutre et celui-ci ne passe 
plus par le barycentre G de la sec- 
tion comme dans le cas de la 
flexion. L' allure des contraintes 
depend de leurs intensites respec- 
tives, trois formes variantes sont 
indiquees sur les figures 5 et 6. 



nouveau 
plan neutre 




-*^ C7 maxi 



plan 



neutre 

" maxi ~f~ ~g 



Fig. 6 



3. Cas des poutres avec charge axiale excentree 

Exemple 1 




B-B 



e =excentrarjon 




Fig. 7 

Exemple 2 




Fig. 8 



Dans le cas de la traction ou de la compression, une charge axiale F excentree par rap- 
port a la ligne moyenne engendre un couple de flexion supplementary (F X e). 
L' etude se ramene a celle des paragraphes precedents avec M f = F . e. 
Les contraintes tangentielles t sont nulles et les contraintes normales deviennent : 



s + 4 xy s + — 



'admissible 



1 1 • Flexion +torsion 



Ce cas est frequent avec les 
arbres de transmission. 
Exemple arbre cylin- 
drique ABC, en forme de L 
ou coude, encastre en A et 
supportant une charge 
concentree F a son extre- 
mite C. 




Fig. 9 
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RESISTANCE DES MATERIAUX 



Le troncon AB de la poutre est a la fois sollicite en torsion (M T = Ea) et en flexion (M, 
engendree par F en B). 

L'encastrement A est la zone la plus chargee : couple de torsion M T = Fa (axe x), 
moment fiechissant M, = F . L (axe z) et un effort tranchant T = F (suivant y) qui sera 
en general neglige dans la plupart des etudes. 



1. Etude des contraintes 



Flexion : 

contrainte normale maximale 


r 






1 


Torsion : 

contrainte de cisaillement maximale 
-r Mr 


1 
j 

■Bewail 



Flexion + Torsion 




d'apres theorie de la 
contrainte du cisaillement 
maximal appropri^e aux 
metaux ductiles 



Remarque : pour un arbre circulaire de diametre d (V = d/2), la contrainte peut enco- 
re s'ecrire (J 0 = 2/ z = 7td 4 /32) : 




et 




2. Moment ideal de flexion (M,) 



Ce moment permet de faire les calculs de resistance comme si la poutre etait unique- 
ment sollicitee en flexion. 
Formule de Mohr-Cacquot 



avec A = 



: contrainte admissible au cisaillement du materiau 

: contrainte admissible en traction ou a l'extension du materiau 

La condition de resistance s'exprime par : 

Approximations usuelles indicatives 

Pour les aciers : X ^ 0,5 ; pour certaines fontes : A 1 ; 
Pour les materiaux moules : A ~ 0,8. 
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29. Sollicitations composees 

III - Traction + torsion 
et traction plus cisaillement 

Si 0 est la contrainte normale engendree par la traction et T la contrainte de cisaillement 
resultant de la torsion ou du cisaillement, la condition de resistance peut s'ecrire : 



v / cr 2 + 4r 2 ^ R, 



IV - Torsion +cisaillement 

La torsion et le cisaillement amenent des contraintes tangentielles xds meme nature, et 
faciles a additionner. La condition de resistance peut s'ecrire : 



T maxi ~ T maxi (cisaillement) + T maxi (torsion) = -L + —I V =£ 



EXERCICES A RESOUDRE 



D La vis proposee est encastree 
en A dans une poutre en bois et 
supporte une charge concentree F, 
inclinee de 45°, a son extremite B. 
Si la contrainte admissible en trac- 
tion du materiau de la vis est de 
200 MPa, determiner la charge F 
tolerable. 



D ReDrendre 1'exercice 1 avec F = 141,4 N et d = 6 m m En deduiie la contrainte maxi- 
male exercee dans la vis. 

Reponse 

(T ma „ = 192 MPa. 



B Un tube (D = 800, d = 780), 
dont le poids est de 200 daN par 
metre, est transports par deux 
elingues AC et BC inclinees de 30". 
Determiner la contrainte normale 
maximale dans le tube, si on neglige 
les effets de l'excentration des 
charges en A et B . 




Fig. 10 
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KESISTANCE DES MATERIAUX 



H Reprendre l'exercice 3 en tenant compte de I'excentration. e = 400. 

Repome 

<L* = 1.25MP*. 



Wm Une petite presse d' assemblage 
se compose d'un socle fixe (3), 
d'une tete pneumatique (1) reglable 
en hauteur sur une colonne cylin- 
drique (2) de diametre 75 mm. 
Si l'effort T exerce est de 20 kN, 
determiner la contrainte normale 



maximale dans la colonne. 



Fig. 12- 




WM La poutre ABC, de section rec- 
tangulaire 15 x 80 mm, supporte 
les charges concentrees suivantes 

(en N) : 

F* F x = 3 500 
F v = 7 500 

B B x = 8 690 

B v = - 10 360 
(f C x = - 12 190 

c] = 2 860 
Determiner la contrainte maximale 



dans la poutre si on neglige les 
effets des efforts tranchants. 



Reponse 



85 MPa. 




Fig. 13 



G L' etude du bras (2) d'un transporteur de laitier ( t rans po rteur s pecial) se ramene 
schematiquement au dessin indique. Les forces B, , C 1/2 et D 3/2 schematisent les 
actions exercees par les sohdes (5), (2) et (3) dans le cas le plus defavorable. 

a) Tracer les diagrammes des efforts normaux N, tranchants T et des moments fle- 
chissants M f . Quelle est la particularite du M, en / ? 

b) On impose une contrainte admissible en flexion de 10 daN.mm" 2 . Determiner 
l'epaisseur e minimum a dormer a la section H. 



200 



/ 



/ 



/ 
/ 



c„=2A stir 



bras 2 



daN 
2 816 daN 



30 



^(22 953(13^ 




^1/2 



1,3 m 



1,8 m 




Dm (10 000 daN) 



Fig. 14 
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29. Solicitations composees 



LJ L'etude de la fleche (2) d'un chargeur su r che nilles pour tout terr ain se ramene 
schematiquement au dessin indique. Les forces A 1/2 , ^io/2> M 5/2 et ^3/2 schematisent 
les actions exercees par les solides (1), (3), (5) et (10). 

a) Tracer les diagrammes des efforts normaux, tranchants et des moments flechissants. 

b) On impose une contrainte admissible en flexion de 8 ddN.mm" 2 . Determiner 
l'epaisseur b minimum a donner a la section K. 

Riponse 

= 9 226 daN ; = 8 048 daN ;M fmaxl = 79 150 Nm ; b = 39,3 mm. 




Fig. 15 



CI Une presse de carrossier se compose d'une fourche forgee et d'une vis de 
manoeuvre. L'effort de serrage est F = 2 500 daN suivant l'axe de la vis. Determiner 
les contraintes dans la section AA, en K et J. 

Reponse 

ct k » Oj = 400 MPa. 




Une biellette coudee supporte 
deux forces (F] egales et opposees, 
d'intensite 15 kN. Si la contrainte 
normale admissible est de 100 MPa, 
determiner l 'epaisseur a du profil. 




Fig. 17 



383 



Resistance des materiaux 



I— I Reprend re l'exercice 11 avec un profil circulaire de diametre d = 26 mm. 
Determiner les charges F admissibles lorsque l'excentration e est egale a 0, a 20, a 
50 et a 100 mm. 

Reponse 

53,1 kN ; 7,45 kN ; 3,24 kN et 1,67 kN. 



Q Un arbre de diametre 
d = 40 mm est fraise sur une moitie 
comme l'indique la figure. 
Si 1' arbre supporte un effort F de 
25 kN suivant son axe, determiner 
les contraintes en A et B. 




Fig. 18 



25 kN 



0 Un profile en H supporte un 
effort de compression de 500 kN 
concentre au point A excentre de 
e = 67,5 mm. Le poids du profile 
est neglige ; S = 97,3 cm 2 ; 

1 = 4 763 cm4 ; I = 13 673 cm 4 . 

y z 

Determiner les contraintes maxi- 



males dans le profile. 



13, 



6 A 



270 



Fig. 19 



D Reprendre l'exercice 14 avec le 
profile UAP de 300 propose et 
e = 24,82 mm 

Si la contrainte maximale en com- 
pression est de 100 MPa, determi- 
ner la charge admissible en com- 
pression. 

Reponse 

F = 332 kN. 



profile UAP de 300 



Fig. 20 



D ' Le beton supporte peu ou pas 
les contraintes de traction. Afin 
d'eviter ce type de contraintes, on 
utilise des barres ou tirants en acier 
qui compriment le beton a l'etat ini- 
tial (precontrainte), avant montage 
ou chargement. 

Pour la poutre proposee, calculer la 
charge de traction (F) necessaire 
dans la barre pour qu'il n'y ait aucu- 
ne contrainte de traction dans le 
beton pour la position indiquee. On 
negligera les dimensions de la tige, 
poids du beton : 1 900 daN.m -3 . 

Riponse 

F = 20 kN. 



poutre en bfton (1 900 daN.m" 3 ) 



rf 



f-^l ^ jbarre de prfoontrainte (J 



3m 



- 4 - 
0- 



500 



o 
o 

CD 



Fig. 21 



29. ISollicitations composees 



D Une poutre 01 de section circu- 
laire pleine, de diametre 80 mm, 
supporte a la fois de la flexion et de 
la torsion. La poutre est encastree 
en 0 et un bras IJ portant une char- 
ge verticaleT (direction y) est fixe a 
l'extremite J. F = 300 daN. 

a) Determiner les contraintes de 
flexion et de torsion en A et B. 

b) Calculer la contrainte maximale 
de cisaillement dans la poutre. Fig. 22 

Rtponse 

0 A = 59. 1 MPa ; t a = t„ = 14,9 MPa ; a B = 0 ■ - 33,4 MPa. 



m Reprendre l'exercice 17. Si on impose une contrainte de cisaillement maximale 
de 50 MPa, determiner la charge F admissible. 



Reprendre l'exercice 17. Si on impose une contrainte de cisaillement maximale 
de 50 MPa, determiner le diametre minimal de la poutre. 

Rtponse 

d = 69,9 mm. 



L) Un arbred e transmission ABCD, de diametre d = 60 mm, est guide en rotation 
en A et C par deux paliers a roulements et porte en B et D deux roues dentees sup- 
portant les charges indiquees (F^ et en H et £) de direction verticale y. A*et 5 
schematisent les actions des paliers sur l'arbre. 

a) Determiner les diagrammes des T, M T et M f entre A et D. 

b) Calculer la contrainte maximale de cisaillement dans l'arbre. 

= 6 kN ; M T = 600 Nm ; M fmasl = 1 800 Nm ; = 44,8 MPa. 




Fig. 23 



Reprendre l'exercice 20. Si on impose une contrainte de cisaillement maximale 
de 60 MPa, determiner le diametre minimal de l'arbre. 
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o Reprend re l'exercice 20 pour la configuration proposee, avec poulies et cour- 
t-oies, et un diametre d'arbre de 50 mm. 




o 

35 

<s 


| J 








r 



palier 1 



Fig. 241 




7 50 N p a iie r 2 
A x -0 

4 K = 625 N B 

A 2 =Q 



e y = 1175 



EH Un plat d'epaisseur 15 mm est 
boulonne sur un poteau par quatre 
boulons de diametre 20 mm et sup- 
porte une charge fl de 50 kN inclinee 
de 36,9°| par rapport a la verticale y. 
Determiner les contraintes de 
cisaillement dans les boulons A et 0 
resultant a la fois de la torsion 
autour de 0 (Oi4| = OB = OC) et du| 
cisaillement 'pur dans la direction F. 

I Reponsel 




poteau 



rj = 64.8MP& : r,j = 103. 3 MPa I 



l_l Reprend re l'exercice 23 avec 
un montage utilisant trois rivets de 
25 mm de diametre et une charge F 
(30 kN) horizontale. Determiner les 
contraintes de cisaillement] dans les 
trois rivets en A, B et C. 



3 rivets 0 25 




Fig. 26 



Ea Un plat, boulonne sur un profi- 
le! par 5 boulons A, B, C, D et E de 
diametre 12 mm, supporte la char- 
ge verticale Fl de 20 kNJ Determiner 
les contraintes de cisaillement dans 
chaque boulon resultant a la fois de 

la torsion et du cisaillementJ 



T A = 0 ; T„ = 17.7 ; T c = 35,4 ; 
r D - 53 ; r E - 70,7 MPa 



50, GO , SO , 60 



7 



orofiie 

Plat/ 
5 boulons 012 , 





t F 20 kN 
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FLAMBAGE 



Objectifs 

■ Definir le flambage, la charge d'EuIer et la contrainte critique 
d'Euler. 

■ Donner des notions sur le flambage plastique. 

■ Developper les principales procedures de calcul : Euler- 
Rankine, Duteil, Euler (formule de la parabole), etc. 

■ Aborder le cas des charges excentrees. 



Dans le cas du flambage, les formules etablies tiennent compte des deformations. Celles- 
ci ne peuvent plus etre supposees infiniment petites et negligees comme dans les cha- 
pitres precedents. De meme, les forces exterieures ne sont plus proportionnelles aux 
deformations et, dans certains cas, de grandes deformations peuvent etre causees par 
des accroissements de charges infimes. Tous ces phenomenes sont connus sous le nom 
d'instabilite elastique. 

Les procedures de calcul des poutres flambees varient d'un pays a l'autre, d'une profes- 
sion a l'autre, en obeissant souvent a des normes precises. Nous nous limiterons a une 
etude generale ayant un caractere universel. 



1 - Charge critique d'Euler F c 




Fig. 1 
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Prenons le cas d'une poutre parfaitement droite avant deformation, articulee a ses deux 
extremites A et B, et chargee (F) rigoureusement suivant son axe ou sa ligne moyenne 
(x). Utilisons la formule M f = - Ely" du chapitre "flexion - deformation" : 

Ely" = - Mf = - F . y ( 1 ) 

ou Ely" + F . y = 0 

Equation differentielle qui donne apres integration : 

y = d sin iip(n= 1, 2, 3, . ..) 

C x est la fleche dans la section mediane (fig. 1). En 
remplacant y par sa valeur dans l'equation (1), on 
obtient : 




Fig. 2 



F n 2 n 2 El 



et 




lorsque n = 1. 



F cr est appelee charge critique d'Euler. Plusieurs cas sont possibles pour la poutre : 

F < F cr : compression usuelle, la poutre reste droite, elle est dite en equilibre stable (il y 
a stabilite elastique). 

F = F cr : la poutre peut rester droite ou flechir (flamber) avec une fleche egale a Cj, elle 
est en equilibre neutre. A noter que Cj = y maxi est en general petit. 

F > F cr : il y a instabilite en position droite (equilibre instable) avec une forte tendance au 
flambage. Cj augmentera tres rapidement avec un leger accroissement de F. 





Q 


(J 


bille en equilibre stable 


7777^^^7777 

equilibre neutre 


Equilibre instable 





















Remarques 
















.EL 
















' F> F C r 




1,0154 


1,0637 


1,1517 


1,2939 


1,5184 






1 

f 




r 


0,1097 


0,2111 


0,2966 


0,3597 


0,3958 




N 




a 


20" 


40" 


60" 


80" 


100" 






\ 





















Fig. 4 



Le flambage se produit suivant un axe perpendi- 
culaire a l'axe du moment quadratique le plus 
faible. 

Exemple 1 

Pour les deux sections / < / z , le flambage se pro- 
duit dans le plan (x, z). 




Fig. 5 
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Exemple 2 

Pour les cinq sections, toutes de meme aire (S), 
celle du triangle equilateral (c) est celle qui resiste 
le mieux au flambage (21 % plus resistante que la 




section circulaire). Fig. 6 



II • Principaux cas 



Le flambage des poutres depend en grande partie de la nature des liaisons ou des appuis 
aux extremites A et B. 



1. Poutre encastree en A et libre en B 




Fig. 7 


F _ n 2 n 2 El 


J 


»-/(i-~ B 2 "t) 


avec n = 1, 3, 5 . . . 


2. A utres cas 


• longueur effective L e 






F= F. 



n 2 EI 



F\ i F = F 

r - r cr - „ 




F=F„ 



Poutre encastree a une 
extremite et libre a 1' autre 
(L. = 2L) 



Poutre encastree a 
ses deux extremi- 
tes (L, = 0.5L) 




20,19 El 

: a 1 



Poutre encastree a une 
extremite et articulee a 
l'autre (L e = 0,7L) 



Fig. 8 

Remarque : les charges critiques peuvent etre obtenues en rempla§ant L par L e dans 
la formule generate de la charge critique d'Euler : r _ n 2 E I 
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m - Contrainte critique eg 



La contrainte critique| ffj correspond a la charge critique F a \ La fleche CJ = y„ etant 
faible, on peut etre consideree comme une contrainte de compression. 
Posons 1= Sr 2 avec S, aire de la section droite et r rayon de gyration : 



F„ re 2 Et _ k 2 ESr 2 _\ k 2 EH 



S L 2 S 



-i _7t 2 £ _n 2 E[ 



avec 



L 

T 



elancement de la poutre 



Al = L/H caracterise la flexibilite de la poutre et permet de classer les poutres ou colonnes 
(courtes ou longues). 

Exemple : determinons la charge et la contrainte critique d'un tube en acier 

(E = 200 GPa) ; R e = 240 MPal ; LI = 3 m) supposee articulee a ses deux extremites. 

^ =/ j=^|M- 7()4 I =832 031 



S = |(80 4 -70 4 )^1178mm^ 



P ^ n 2 xl 200 000)4832 031 _ 182 4g5N 
3 000^ 



, L 3000 



113 




Fig. 9 



Remarque 

Le graphe propose figure 10 donne 
la representation de <yj en fonctiorl 
de Al pour un acier non allie usue 
(E = 200 GPa) et pour un alliage 
d' aluminium courant (E = 70 GPa) J 
L' allure des courbes est hyperbo- 
lique et celles-ci ne sont valables que 
si (j-j < R e , RJ etant la lirnite elas- 
tique des materiaux. 
En consequence, pour 1' acier indi- 
que, la formule est utilisable 
lorsque Al > 91 (A| > 62 pour 1' alu- 
minium). 



SI (Mpafl 



droitej RJ = 240 MPal 




2 C 

courbe : o cr = K % 
(Urf 

pour un acier de 
construction ayant 

R e = 240 MPa 



alliages d'aluminium 
(R e = 180 MPa) 



Si k < 91, les contraintes obtenues a l'aide de la formule sont superieures a la limite elas- 
tique RJ Pour l'exemple precedent, avec Al = 113, l'utilisation de la formule etait done 
justifiee. 



30. Flambage 



Exemple 2 

Deterrninons la charge critique d'un profile IPE 

£ = 200 GPa R e = 240 MPa ; I v = 15 442 186 mm" 
/ = 45 785 456 mm 4 ; S = 5 890 mm' 

f = 7t 2 x 200 000x15 442186 = 1 905kN 
cr 4000 2 



r _,/V_ / 15 442186 t- 19 

r -VrV 5890 =51,2 

x. *m m 7 8i i < 91 



mm 




Fig. 11 



La poutre est une poutre courte pour laquelle on ne peut pas appliquer Euler. Le calcul 
est un calcul de resistance en compression, charge limite : 



F,™„ = R,S = 240 x 5 890 = 1 414 kN < F 



IV • Flambage plastique des colonnes moyennes 

Lorsque les poutres longues ou elancees (A > AJ deviennent instables ou flambent, les 
contraintes correspondantes dans le materiau restent dans le domaine elastique (a < RJ. 
Si les poutres sont courtes, le probleme du flambage ne se pose pas et les sollicitations 
sont uniquement en compression. 

En ce qui conceme les colonnes moyennes (A < AJ, l'instabilite ou le flambage se pro- 
duit lorsque les contraintes dans le materiau deviennent superieures a la limite elastique 
R e . De plus, quand o > R e , le module d'elasticite longitudinal £ varie et diminue pro- 
gressivement. Pour ces cas, Euler n'est plus applicable et il est necessaire d' adopter un 
autre modele de calcul. Certaines procedures de calcul normalisees prennent en comp- 
te ce phenomene. 



pente E b < E 




pente f de 
la droite OA 



zone 



zone de 




Slastique deformation plastique 



colonnes courtes et 
moyennes 



contraintes plastiques contraintes elastiques 



colonnes 6lanc6es 



Fig. 12 

Une approche possible est foumie par l'utilisation d'un module d'elasticite intermediai- 
re E b defini a partir de la tangente en un point significatif B de la courbe [a, e) du mate- 
riau. E b peut etre variable ou choisi comme valeur moyenne entre E et £ mini . La contrain- 
te critique devient : 



cr rr = 



n z E b 
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V-Proceduresdecalcul 



Les procedures varient d'un pays a l'autre, d'une profession a l'autre, d'une norme a 
l'autre. Celles proposees dans ce paragraphe sont destinees aux resolutions d'exercices. 
Incompletes, elles ne fournissent qu'un aspect du processus de determination qui fait 
egalement appel a des normes et des legislations qui sortent du cadre de cet ouvrage. 



1. Cas des poutres en ader 



a) Methode simplifiee d'Euler-Rankine 

Cette procedure est souvent utilisee en France pour des etudes simplifiees. 
Principe : la charge critique d'Eliler (F cr ) ne doit jamais etre atteinte. 

Donnees et parametres 

F a(jm : charge admissible par la poutre 



A cr = 



7C 2 £ 



= elancement critique 



L e = longueur effective (voir paragraphe II) 
I 



r = ^| = rayon de gyration de la section 



: resistance pratique en compression du materiau 
k : coefficient de securite adopte pour la construction 
s : coefficient de securite habituel 



Formule fondamentale 



*adm *\x 



Poutres courtes 
(A < 20) 


Poutres moyennes 
(20 ^a ^ 100) * 


Poutres longues 
(A 5 100) * 


calcul de compression 


calcul a partir de Rankine 


calcul a partir d'Eliler 
P . S 


r adm i 3 \2 


2 (tr 



* La methode s'utilise aussi avec des poutres ou poteaux en fonte avec 80 a la place de 
100 comme limite. 



b) Methode de Duteil 

Cette methode, normalisee en France pour certaines etudes, est valable dans tous les cas 
d' elancement (A) de poutres en acier. La methode repose sur des resultats experimen- 
taux et consiste a chercher la valeur limite d'affaissement (cj de la contrainte de com- 
pression ((T c ) dans une poutre. 
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OU, Flambage 



Principe : la methode prend en compte les contraintes de compression dues au moment 
flechissant engendree par la fleche / resultant du flambage. Etapes de determinatiin : 









Determiner : L e ; / 2 ; r = 






i 


Contrainte critique : 


Ccr = 


Tt 2 E 

X 2 




<T 0 = |(C7 cr +l, 


3R,) 





r 



Contrainte d'affaiblissement admissible : 
c s = 0 0 - d - 



♦ 


Verifier : <7 C = ^ s= 




a : coefficient de securite 




. construction mecanique: 


2^«^2,5 


. construction metallique : 


1,3 s= a 5= 1,5 



c) Methode 3 : Euler - formule de la parabole 

Cette methode est normalisee dans de nombreux autres pays (Etats-Unis...) et sert de 
base a un certain nombre de normes intemationales. La demarche se rapproche de la 
methode d'Euler-Rankine du paragraphe a, avec les remarques du paragraphe IV. 



X a = 



2% 2 E 



(/L cr est different de celui du paragraphe a). 



a adm est la contrainte admissible a ne pas depasser. 
La methode prend en compte les contraintes residuelles 
de compression dans les profiles entrainees par le 
laminage. 

Pour les poutres courtes ou moyennes (troncon A B 
du graphe), la contrainte est exprimee a partir de 
l'equation d'une parabole. Pour les poutres tongues 
(troncon BC du graphe), on retrouve la formule clas- 
sique d'Euler. 

a, et sont des coefficients de securite. 



0,6 R e 



parabole :<j=o 0 - a A 2 



Euler : tr= -2- 
_ A 2 




A=^ 

poutres courte s I poutres r 
et moyennes fiancees 



Fig. 13 



Poutres moyennes et courtes 
(0*5 a ^XJ 


Poutres elancees 
( A CT s= X < 200) 




I 


% = 11^1,92 

2a 2 v X ) a2 x 2 


Si X = X a alors 


=02 = 1,92 ; a x varie entre 1,66 et 1,92. 



2. Poutres en alii age d'aluminium 

Les fabricants proposent des specifications dont la 
forme generale est indiquee par le graphe de la 
figure 14. 

Les coefficients de securite sont integres aux for- 
mules. 

Deux exemples d'alliages d' usage courant sont pro- 
poses de facon indicative. 




Fig. 14 
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KESISTANCE DES MATERIAUX 



Alliage 6061-T6 : R e =s 240 MPa 


Alliage 2014-T6 : R e = 390 MPa 


0 « X ^ 9,5 : = 131 MPa= 

9,5 < A =5 66 : = 139 - 0,868 A (MPa) 
350 

3^66:0-^ = — (GPa) 


0*A*12: a adm =R pc =193 MPa 

12 < X =s 55 : = 212 - 1,585 X (MPa) 
372 

As. 55:0^- — (GPa) 



3. Poutres en boii 



Les formules proposees sont donnees pour des poutres de sections rectangulaires ou 
carrees. 




R pc : contrainte admissible en compression du bois dans le sens des fibres, valeurs indi- 
catives : 7 R pc s= 12,5 MPa. 



fc = N /°'^ 5£ ; valeurs indicatives : 7 ^ £ « 12,5 GPa et 18 « k < 30. 



Formes generates des conditions de non flambage 



0 *S A Sg 11 : <T a dm = Rpc 

ll<As£fc:<7 adm =R pc 

, , 2 R 

k A =s£ 50 : CT adm = 



PC 



\T\ f_ 0,3 E 
(Cjl (L./aJ 



Exemple : R^ = 8,27 MPa ; £ = 12,4 GPa ; £/R DC = 1 500 ; k = 26. 
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3U. nambage 



VI-Casdes charges excentrees 
Formuledelasecante 



1. Deformation!? 



Le moment flechissant est maximal au milieu de la 
poutre (x = L/2). 

M fmaxi = F(e + /) 

M, = F(e + y) 

Par integration de Ely" = - F (e + y), on obtient : 
kL 



y = e 



tan- 2 ^ sinkx+coskx- 1 



L? F 

aveck =-^y 

/ = y m axi = e|sec^--l 



e/c 2 L 2 = FeI 2 
8 8EJ 



Rappel: sec 0 = ^ = 1 + £ +^ + 



2! 4! 



02 

si 9 est petit : sec 0 = 1 + — 




Fig. 16 



2. Formule de la secante 



La contrainte dans la poutre resulte de 1' addition de 
la contrainte de compression avec la contrainte due 
a la flexion. 

o -Z + 3™?-^+£^L .fsec^ 
En posant r 2 = I/S, on obtient : 



a -£ 

"maw c 



1 + 



eV ^ijL. ATT 
r 2 sec \2 r y ES 



est le taux d'excentration ; 



y = A est l'elancement 



cas d'un acier de construction 
R e = 250MPa;F=200 GPa 




50 100 150 200 

L/r o u L/r 



Fig. 17 
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KESISTANCE DES MATERIAUX 



Exemple 

Un profile HE 300 B, encastre en A et libre de se deplacer en B dans le plan (x, y), sup- 
porte une charge excentree F de 300 kN (excentration e = 300). Determinons la 
contrainte de compression maximale dans la colonne. Quelle est la charge maximale tole- 
rable et le coefficient de securite adopte si R e = 240 MPa ? 



i 300 



F 300 kN 



s = 


149,1 cm 2 


/* = 


8 563 cm 4 


lx - 

v x ~ 


571 cm 3 


ly = 


25 166 cm 4 


V _ 


1 680 cm 3 



profile HEB 



300 mm 
< — 



i 



Fig. 18 
Resolution 

a) Longueur effective L e = 2 L = 8 m ; r y = ; 

k _ 800 _ qp 77 . e M> _eS _ 300x14 910 ? . 
2t"5xl3 _iJU,// ' r 2 " / ~ 1680 000 -^ DD - 



25166 
149,1 



= 13 



V„ 



F 300xl0 3 _ on io 
S" 14 910 -^ u '^ 



(7^ = 20,12 



( 



1+2,66 sec 



30,77 



300x10' 



200xlO y xl4 910 



= 73,64 MPa 



b) a = R e = 240 MPa, la charge maximale tolerable doit etre calculee a partir de la for- 
mule de la secante et non a partir du rapport R e /(T maxj car il n'y a pas linearite de la rela- 
tion entre (T et F : 



14 910 



1 + 2,66 sec 



30,77 



200xl0 9 xl4 910 



978 <■» 

apres calcul on obtient : = 978kN et s = gQQ = ^>26 
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ANALYSE 

DES CONTRAINTES 



Objectifs 

■ Developper la notion de contraintes planes : equations, 
contraintes principales, cercle de Mohr, etc. 

■ Definir la notion de contraintes triaxiales : tricercle de Mohr, 
etc. 

■ Aborder le cas des reservoirs sous pression. 

■ Decrire les principaux criteres de limite elastique : Tresca, 
Von Mises, Coulomb et Mohr. 



Les contraintes dans les poutres, arbres, banes, etc., donnees par les formules des cha- 
pitres precedents, sont indiquees pour des sections droites. 

Dans ce chapitre, nous aborderons des methodes permettant de determiner les 
contraintes dans des sections inclinees ou dans des directions quelconques. 



1 ■ Analyse des contraintes planes 

La plupart des contraintes rencontrees en traction, torsion, flexion, etc., sont des 
exemples de contraintes planes. 



1. Definition 

Pour realiser 1' analyse des contraintes en un point M quelconque d'une poutre ou autre 
objet, considerons un parallelepipede infinitesirnal (tres petit) entourant M et dont les 
cotes sont paralleles aux axes x, y, z de reference. 

Afin de simplifier les notations, les faces de 1' element seront designees par les directions 
de leur normale (le cote droit correspond a x, le cote gauche a -x, le dessus a y, etc.). 
En contraintes planes, seules les faces x et y de l'element supportent des contraintes. 
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Elasticite 




Fig. 1 

Remarque 

L'equilibre de l'element (statique) montre que les contraintes sont egales sur des cotes 
opposes 

la face x dans la direction y. T yx est la contrainte tan 
gentielle sur la faxe y dans la direction x. 



Of-X) = -<7 X 



Une contrainte est positive si elle agit sur une face positive et dans une direction avec 
un sens positif. L'equilibre de l'element montre que : 



2. Contraintes dans une section inclinee 

T xy , <J x et a y sont des contraintes connues, 
par exemple suite a une etude de torsion 
et de flexion. 

Determinons, en fonction de cx x , C7 y et T xy , 
les contraintes a xi , cr yl et T xlyl exercees 
sur les faces du parallelepipede lorsque 
Ton tourne celui-ci de Tangle 8. 
A cette fin, etudions l'equilibre du prisme 
triangulaire de la figure 3. 



contraintes forces exercees 




Fig. 3 




o i. Analyse aes contraintes 

L'equilibre conduit a deux equations de projection sur les axes x x et y, : 

a) Projection des forces sur *j 

a x\ ( s o / cos 0) ~ a x S 0 cos 0 — o" y Sq tan 0 sin 0 — r xy S 0 sin 0 - r yx S 0 tan 0 cos 0 
= 0 

b) Projection des forces sur y, 

T xlyl (S, / cos 9) + cr x S 0 sin 0 - r xy S 0 COS 0 - o v S 0 tan 0 COS 0 + T xy S 0 tan 0 . sin 0 

= o 

En remarquant que r xy = r yx et que T xlyl = T ylxl , on obtient apres simplification : 
cr xl = a x cos 2 0 + 0; sin 2 0 + 2 r xy sin 0 cos 0 
Txiyi =- (o" x - Oy) sin 0 cos 19 + r xy (cos 2 0 - sin 2 0 ) 

Sachant que 2 sin 0 cos 0 = sin2 0 ; 2 cos 2 0=1 + cos2 0 ; 2 sin 2 0=1- cos2 0, 
on obtient les equations de transformation : 



(1) 

(2) 



W = - — 9-^ sin 20 + cos 20 



Remarque 1 : si on remplace 0 par 0 + 90" dans l'equation (1), on obtient o~ yl tel 
que : 



ff vl = P + a " - C os 20 - T„ sin 20 



2 



(3) 



Remarque 2 : si on ajoute les equations (1) et (3), on obtient 



°"xl + Cyl = °"x + Oy 

Dendante de 



Autrement dit, la somme des contraintes normales agis 
sant sur les faces perpendiculaires d'un meme element 
SOlimiS a des contrainins planes est constante ou inde- 
1 ' a n g 1 e 0. 



contrainte uniaxiale 



cisaillement pure 



contrainte biaxiale 



r m -~ a " sin 0 cos 0 



l yx 



Ox] = 2T,ySin 6 cos 6 
T m = txyfjOS 2 ^ - sin 2 © j 



■+ g y cos2 6> 

Ox- By 



sin 2 6i 



Fig. 4 : cas particuliers 
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ELASTIC ITE 



Exemple 

Les contraintes en un point M de la structure de la navette spatiale sont (apres mesures 
experimentales) : a x = 110 MPa ; CT = 40 MPa ; T xy = 28 MPa. 



ff y=40 MPa 




ff x= 1 io MPa 



: 103 MPa 



^*iyi = -35 MPa 
— x 



Fig. 5 



Determinons la valeur des contraintes dans une direction a 45". 



Cxi = 



110 + 40-, -110- 40 cos 90 + 28 sin 90 = 103 MPa 



2 x|yF - 110-40 s in 90 + 28 cos 90 = - 35 MPa 

„ vi = -110 2 +40 _ ll 2 0-40 cos 90 - 28 sin 90 = 47 MPa 

3. Contraintes principals 

Les contraintes CT xl et T xlyl precedentes varient de facon combinee avec Tangle & . 
En conception des machines, la connaissance des valeurs maximales de ces contraintes 
est necessaire pour faire des choix ou des determinations. 
Les valeurs extremes des contraintes sont appelees contraintes principales. 



a) Determination 

Derivons la contrainte a xl par rapport a Tangle $. 
= - (ct x - a v ) sin 26 + 2r xy cos 26 

(T xl atteint sa valeur maximale lorsque sa derivee est nulle. Notons 6 p Tangle 6 donnant 
la direction des axes principaux. 



- (cr x - a y ) sin2 9 + 2 r xy cos2 9 = 0 



tan20 P = 



2r^ 



Si cT xl est maximale, parallelement CF vl est minimale. 
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3 i, Analyse aes contraintes 



cos20 p = ^- 
sin2e P = ^ 



ng. t> 



Posons : R = 



+ T 2 



Appelons tfj et (7 2 les contraintes principales (cTj = C xl maxi). 
La relation (1) du paragraphe 2 donne apres calcul : 



o; + a, 



' 1 = ^ 



Comme a x + (T 2 = O x + O v , il en resulte que 



a r + a, 



-R— fmoy - f? = ^mini 



Remarque : l'equation (2) du paragraphe 2 donne : 



<T X — <J, 



T xly i - iL—JL sin 2d p + r xv cos 28 ' p 







I 2 R , 





= 0 



Autrement dit, lorsque (J xl est maximale, T xlyl est nulle. Pour les axes principaux, l'ele- 
ment est soumis a des contraintes biaxiales et les contraintes tangentielles sont nulles. 



Fig. 7 



°2 = "'mini 



contraintes 
principales 
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b) Cas particuliers 

En traction et en contraintes biaxiales, les axes principaux sont les axes x, y de depart 
(0 P =O). 

En cisaillement pur (a x = o v = 0), 9 p = 45°, R = x xv , a x = T Xjl et o~ 2 = - r xv . Les axes prin- 
cipaux sont a 45". 




Fig. 8 



4. Contraintes de cisaillement maximal 

La contrainte T xlyl du paragraphe 2 est maximale lorsque sa derivee est nulle. Celle-ci 
est nulle pour 9 = 9 c . 



dT x i v i 

de 

d'ou:tan28, =- 



= - [a x - <x y ) cos 20- r xv sin 29 = 0 



2t» 



0 C = 0 P ±45° 



tan2& = - 



1 

tan 20 D 



La contrainte de cisaillement maximal apparait dans une direction faisant 45" avec les 
axes des contraintes principales. On obtient : 



Remarque 

T T 

■■mini — "Wi 

pour 6=d r :O xl = CT yl = g moy = " v 




ig.9 
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31. Analyse des contraintes 



Cas particuliers 

En traction ou compression, la contrainte de cisaillement maximale apparait dans une 
direction a 45" par rapport aux axes x et y. 
Meme remarque pour des contraintes biaxiales. 

En cisaillement pur, les contraintes de cisaillement sont maximales suivant les axes x et y. 

Exemple : reprenons l'exemple de la navette du paragraphe 2 et determinons les 
contraintes principales et la contrainte de cisaillement maximale. 

tan20 P = ^ q^4q = °- 8 d ' oh e * = 19 > 33 ° et d *= 19,33±45° 
R = ^11^40j 2 + 28 7 = 44,82 MPa = r maxi = °1Z^1 



a x = 75 + 44,82 = 1 19,82 MPa 
£7 2 = 75-44,82 = 30, 18 MPa 




Fig. 10 



5. Cercle de Mohr pour contraintes planes 

Cette representation graphique, universellement utilisee (elle fait partie des « biblio- 
theques » de nombreuses calculatrices de poche) permet de visualiser les relations exis- 
tant entre les contraintes. 

La theorie fut developpee en 1882 par Otto Mohr (1835-1918), ingenieur allemand. 
Ecrivons les equations de transformation du paragraphe 2 sous la forme : 

cr xl — = — - — cos Ztt + r xs , sin Ztf 

t xIi ,i = - ~~r~~ sin 29 + cos 2d. 



Sous cette forme, les equations sont les equations d'un cercle, ecrites sous forme para- 
metrique (angle 29 comme parametre). 

En elevant chaque membre au carre puis en ajoutant membre a membre pour eliminer 8, 
on obtient : 
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equation d'un cercle ay ant a xl et x xll comme coordonnees et pour rayon R. 
Les coordonnees du centre du cercle C sont a, = * * " = t7 et t_ 1u1 = 0. 



a) Construction du cercle 




Fig. 11 



Tracer dans l'ordre : 

- les axes de coordonnees : a en abscisse (positif vers la droite) et rxy en ordonnee (posi- 
tif vers le bas); choisir une echelle pour les contraintes ; 

- le centre C du cercle a la distance <x moy = + de l'origine 0 ; 

- le point A de coordonnees a x et r Xj) ; 

- le cercle de Mohr de centre C et de rayon AC = R. 

b) Determination des contraintes dans une direction x l inclinee de 0 

- Le diametre AB sert de reference angulaire (6 = 0). 

- Sur le cercle de Mohr, tracer 1' angle 26 [26 = {AC, AjC)]. 

A noter que 28 a la meme orientation que Tangle 9 trace sur la figure representant les 
contraintes au point M. 

- Mesurer, a l'echelle des contraintes choisies, les coordonnees des points A, (<r xl et T xlyl ) 
et B 1 (cr yl et-T xlyl ). 




Fii. 12 
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6 I. Analyse des contraintes 



Remarque : le cercle de Mohr represente l'etat des contraintes en un point. Une Ms 
etabli, il permet de determiner les contraintes dans n'importe quelle direction (6) choisie 
et en particulier les contraintes principales et la contrainte de cisaillement maximale. 
Lorsque 6 = 90, A devient B et on retrouve les contraintes C y et -T xy dans la direction 
perpendiculaire. 



c) Determination des contraintes principales 
et de la contrainte de cisaillement maximale 




'ig. 13 



- Les contraintes principales correspondent aux points d'intersection D et E du cercle 
avec l'axe a pour lesquelles f xy = 0. Elles sont definies dans la direction 6 p (0 p etant la 
moitie de Tangle ACD). 

- La contrainte de cisaillement maximale apparait en F et G pour 0 C = 8 p ± 45". 
En G, 0 C = 6 p + 45° et T G = -T maxi . En F, B\ = 6 p - 45° et T F = T max , 

d) Exemple 

Reprenons 1' exemple de la navette spatiale des paragraphes precedents : 

* 75 MPa ; R = 44,8 MPa ; 26 p = 39° (6> p * 19,5°) ; 6 C = 6 p ± 45° 




Fig. 14 
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•6. Loi de Hooke en contraintes planes 




Fig. 15 

e x , e v et e 2 sont les deformations 
relatives des cotes du parallelepipe- 
de infirdtesimal entourant le point 
M (e x = Ax/x ; e v = Ay/y ; etc.). 
y xv est Tangle de glissement des sec- 
tions droites du parallelepipede 
Sous Taction des contraintes de 
cisaillement t 



E est le module d'elasticite longitu- 
dinal du materiau et v le coefficient 
de Poisson correspondant. 
On montre : 



avant deformation aprfcs deformation 

y ' 



% 




nil 



Fig. 16 



e x = ±(<j x -vo v ) e v = ±(o v -va x ) e, = - 1 [a x + a v ) 
^'Gy xv a x = -JL^(e x + ve v ) a v = (e v + ve x ) 



ll-Contraintestriaxiales 




Fig. 17 
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31. Analyse des contraintes 



Si un solide est soumis a un etat de contraintes tridimensionnel, chaque face de l'element 
(parallelepipede infinitesimal) entourant un point M considere supporte une contrainte 
normale et deux contraintes tangentielles (<7 X , T xjl et T xz pour la face X, etc.), dans le cas 
le plus general. 



De la meme maniere qu'en contraintes planes, il est possible de developper des equa- 
tions de transformations (voir ouvrages d'elasticite) et determiner les contraintes princi- 
pales pour l'element. 

Ces contraintes principales sont aussi appelees contraintes triaxiales et les contraintes de 
cisaillement correspondantes sur chaque face sont nulles. 

La technique generale du cercle de Mohr peut etre utilisee ; aux trois contraintes princi- 
pales <J V (7 2 , ff 3 , on peut faire correspondre trois cercles de Mohr : (or, o z ) ; ((7 V O3I et 
(<7 2 , fT 3 ). 

L'ensemble des trois cercles traces sur une meme figure constitue le tricercle de Mohr. 
La contrainte de cisaillement maximal dans l'element est egale au rayon du plus grand 
cercle. 

Remarque : si on fait tourner l'element de la figure 17 autour de l'axe principal lie a 
(7 3 , la transformation des contraintes et a 2 peut etre analysee par un cercle de Mohr. 
Meme remarque pour les axes lies a (Tj et <7 2 . 



1. Contraintes principales - Contraintes triaxiales 



'maxi 



0 




a 

-fr- 



ig. 18 



Contrainte de cisaillement absolue 



D'apres le tricercle : 



T, 




Si a x = o 2 = a 3 = 0' ^ = 0' u 

n'y a pas de contrainte de 
cisaillement et le tricercle se 
reduit a un point. 
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2. Cas des contraintes planes 



Si pour le cas precedent on pose a 3 = 0, on retrouve le cas des contraintes planes. 
On remarquera que la contrainte de cisaillement maximale n'est pas forcement egale a 
1/2 (oi - a 2 ) mais vaut 1/2 (<r maxi - o^), avec : cr mini egal a a 2 ou 0. 



Cas 1 




Fig. 20 

Remarques : dans le cas 1, les plans de cisaillement maximal sont les plans diagonaux 
acge et bhdf. Pour ce cas, une etude en contrainte plane simple (paragraphe I) nous 
aurait donne le seul cercle a x o 2 et = 1/2 (c^ - a 2 ). 

Valeur inferieure a celle determinee par le tricercle absolu = encore appelee 
contrainte de cisaillement absolue. 

Dans le cas 2, abef et cdgh sont les plans diagonaux ou il y a cisaillement maximal. 
L' etude en contrainte plane ou par tricercle donne le meme resultat : 



T maxi = V2 ((Tj - o 2 ). 



Exemple : l'etude a partir des formules 
usuelles de flexion donne, pour le point M 
de la poutre encastree, a x = - 40 MPa, 
a v = 0 et t xv = - 80 MPa. Deterrninons la 
contrainte de cisaillement maxi en M. 



DM 



Fig. 21 



31. Analyse des contraintes 



Pour cet exemple, l'utilisation du cercle de Mohr simple ou du tricercle donne le meme 
T . pour une meme orientation. 




ig. 23 



III • Application aux reservoirs sous pression - 
Enveloppes minces 

Les etudes qui suivent supposent des reservoirs d'epaisseur (e) mince. 




Fig. 24 

Pour la cuve de compresseur proposee sur la figure 23, soumise a une pression inte- 
rieure egale a p, determinons les contraintes exercees dans la partie cylindrique (dia- 
metre 2R) et celles dans les fonds hemispheriques (rayon R). 
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1. Contraintes dans la partie hemispherique - 
Cas des reservoirs spheriques 

Pour mettre en evidence les contraintes dans l'enveloppe, isolons l'un des deux fonds 
avec Fair qui y est contenu et appliquons le principe fondamental de la statique. a sche- 
matise la contrainte au niveau de la coupure. Compte tenu des symetries o est constan- 
te en tout point de la coupure. 
p s'exerce sur une surface circulaire d'aire 
tcR 2 et o agit sur une surface annulaire dont 
l'aire est sensiblement egale a 27cRe (e petit 
devant R). 

En projetant les resultantes des actions exer- 
cees sur l'axe x, on obtient : 
a x 2nRe - p x nR 2 = 0 d'ou : 




Fig. 25 



pR 
2e 



Remarque : dans le cas d'un reservoir spherique, l'etude peut etre recommencee avec 
n'importe quel plan de coupure diametral (ab), la valeur de la contrainte a reste iden- 
tique (o = pR/2e). Tous les points d'une meme sphere ont le meme etat de contrainte, 
deux cas possibles suivant que le point est a l'exterieur ou a 1'interieur de l'enveloppe. 

a) Contrainte en un point exterieur M 

On est dans un etat de contraintes biaxiales avec tTj = <r 2 = a. 








a 


(T 3 =0 


V $ 







Fig. 26 

Le tricercle de Mohr se reduit a un seul cercle et 



t . .... '.: _ 
•Tnaxi : 



El 
4s 



b) Contrainte en un point interieur N 

La pression p exerce une contrainte supplementaire et, on est en contraintes triaxiales. 








0 ^ 


a 


-p 


1 


n 
E 




2e 



Fig. 27 

Le tricercle de Mohr des contraintes en N se reduit a un seul cercle et 
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2. Contraintes dans la partie cylindrique - 
Cas des reservoirs cylindriques 

Si, pour le reservoir de la figure 23, on pratique une coupure dans le plan de coupe AA, 
l'etude est analogue a celle du paragraphe 1 et on obtient : CTj = pR/2e. 
Si on effectue une coupure dans un plan longitudinal (a, b, c, d), l'isolement du demi- 
cylindre et de l'air qui y est contenu conduit a un equilibre different, en appliquant le 
principe fondamental de la statique. 
La pression p s'exerce sur une sur- 
face rectangulaire d'aire b x 2R et 
G 2 agit sur deux surfaces rectangu- 
laires dont l'aire totale est egale a 
2be. 

En projetant les resultantes des 
actions exercees sur l'axe y, on 
obtient : 



C 2 x 



d'ou : 



2be - p x 2bR = 0 





iFig. 28 

Remarque : l'etude est identique pour n'importe quel plan (a, b, c, d) longitudinal et 
tous les points d'un meme cylindre ont meme etat de contraintes. Deux cas sont pos- 
sibles selon que le point est a l'exterieur ou a l'interieur de l'enveloppe. 

a) Contrainte en un point exterieur (M) 

On est dans un etat de contraintes biaxiales. 




Fig. 29 



b) Contrainte en un point interieur (N) 

La pression p exerce une contrainte supplementaire et on est dans un etat de contraintes 
triaxiales. 
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FigJ 30 



Exemple 

Un corps de verin, de forme tubulaire (diametre D = 100 mm, epaisseur e = 5 mm), 
supporte une pression d'air interieure de 20 bars. 

Determinons les contraintes normales principales et la contrainte de cisaillement maxi- 
male exercees. 



mouvement 




m 3i 

p = 20bars=20xl0 5 Pa = 2 MPa 
a2 = ^ = px5O = 10p = 20MPaj 



a 2 



(T! = ^ = 5p = 10MPa 



La contrainte maximale apparait en un point inte- 
rieur du tube : 

TmJ= 2^ + i = 5 W + 0,5 P =5,g P = lllMPal 




3 1, Analyse des contraintes 



I V ■ C riteres delimite elastique 

Au moment de la conception des machines, il est souvent necessaire de mettre une limi- 
te superieure aux contraintes sollicitant les materiaux. 

Si le materiau est ductile ou malleable, sa limite elastique (Re) servira de reference ; si le 
materiau est fragile, on utilisera la resistance a la rupture R,. 

Les modes de rupture et les criteres sont plus faciles a definir lorsque le materiau est sol- 
licite dans un etat de contrainte uniaxial (exemple : en traction, O aAmissiHe =£ Re). 
Cependant, lorsque les contraintes sont biaxiales ou triaxiales, d'autres criteres sont 
necessaires. 

Les criteres proposes dans ce paragraphe sont utilises dans tous les pays industrialises 
et sont regulierement employes pour elaborer des cahiers des charges, des codifications 
ou des normalisations. 

Aucun des criteres presented n'est universel et le choix de l'un ou l'autre dependra du 
comportement final du materiau : ductile ou fragile, evolution avec la temperature, pro- 
cede de fabrication, environnement chimique, variation des charges, etc. 
Pour chaque cas, il est d'abord necessaire de determiner les contraintes normales (ex) et 
tangentielles (t) aux points les plus sollicites en tenant compte des concentrations de 
contraintes. Lorsque les contraintes maximales ont ete etablies (par calcul ou experi- 
mentation), il est necessaire de determiner les contraintes principales aux points critiques 
car les criteres abordes sont bases sur la connaissance de ces dernieres. 
II existe de nombreux criteres, seuls les plus utilises seront developpes. 



1. Criteres pour materiaux ductiles ou malleables 

a) Critere de Tresca ou de la contrainte de cisaillement maximal 

Le mode de rupture le plus usuel des materiaux ductiles est le glissement engendre par 
les contraintes de cisaillement. 

Exemple : cas d'une poutre travaillant en traction 



plan de cisaillement ou de glissement 



-F 


/\45° 


F 




n s 
>-> / 


► 







(T 1 = 







► 



poutre aprfcs rupture 






i °moy = Fle/2 




t j )A 


= Re 

'■ ^ a 


= 0 











Fig. 33 

En traction : T maxi = -| = — « ^ 
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Dans le cas general, pour eviter la rupture des pieces ou des composants en traction, il 
suffit que la contrainte de cisaillement maximale T,^ exercee reste inferieure a la valeur 
limite admissible par le materiau ou par (T maxi =S R e . 

Dans le cas des contraintes planes et d'apres le paragraphe II 2, lorsque les contraintes 

principales ont meme signe, T maxi = 1/2 <7 maxi . 

Si les contraintes principales ont des signes differents, alors : 

T maxi = ' °lnaxi " "mini ' • 

En consequence, le critere peut s'ecrire : 



lajl < Re et I <r 2 l =s Re 



si (Tj et c 2 sont de meme signe. 



(Tj - o 2 \ < Re 



si (Tj et <T 2 sont de signes opposes. 



Graphe representant le critere de 
Tresca. 

Si le point de coordonnees (a v a 2 ) tombe en 
dehors de I'hexagone de Tresca, il y a ruptu- 
re. Henri Edouard Tresca (1814-1885) est un 
ingenieur fran§ais. 



— Re / 



hexagone 
^-^de Tresca 



/Re 



Re 



Fig. 34 



b) Critere de Von Mises ou de l'energie de deformation 

Un materiau, lorsqu'il est deforme par une charge exterieure, tend a stacker de l'ener- 
gie interne dans son volume (analogie avec un ressort). 
Par exemple, en traction .fl= I^ae et en cisaillement \J=-gy. 
Le critere est base sur l'energie de deformation par unite de volume du materiau defor- 
me. Celle-ci ne doit pas depasser l'energie de distorsion engendre dans le cas des 
contraintes limites elastiques (R e , etc.). 
Dans le cas des contraintes planes, le critere s'enonce : 
(equation d'une ellipse dans le systeme d'axe a v o 2 ). 




Fig. 35 
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31. Analyse des contraintes 

L' ellipse de Von Mises passe par les sommets de l'hexagone de Tresca. Pour ces six 
points, les deux criteres donnent les memes resultats. Dans les autres cas, le critere de 
Tresca est plus severe. 

Dans le cas particulier du cisaillement pur ou de la torsion or , = - 0„,„,. Les points 

■*■ A hi axi mini ■*■ 

correspondants sont situes sur la bissectrice des 2 e et 4 e quadrants. Les limites sont 
<T] = - {T 2 = 0,5 Re avec Tresca et o - ] = - (T 2 = 0,577 Re avec Von Mises. Pour ces cas, 
Von Mises est plus precis et est plus proche de l'experimentation. 



2. Criteres pour materiaux fragiles 




Schematiquement, lorsqu'un materiau fragile est soumis a un essai de traction, sa rup- 
ture se produit soudainement sans deformation plastique prealable. Les contraintes nor- 
males maximales atteignent la valeur de la limite a la rupture par traction R,. 

a) Critere de la contrainte normale maximale ou de Coulomb 

Pour un composant, la rupture se produit des que la contrainte normale principale maxi- 
male atteint la resistance a la rupture R r du materiau. Le critere s'enonce : 
Le critere peut etre repre- 
sente graphiquement par 
une aire carree. Pour les 
points en dehors de cette 
surface, il y a rupture. 

Remarque : enonce par Charles Augustin de 
Coulomb (1736-1806), physicien francais, le cri- 
tere suppose que la limite a la rupture est la meme 
en traction et en compression. Fig. 36 

b) Critere de Mohr 

Pour beaucoup de materiaux fragiles, les resistances a la rupture par compression R rc et 
par traction R rt sont differentes. 

Le critere de Mohr est fonde sur des resultats d'essais. La rupture se produit lorsque le 
cercle de Mohr engendre par les contraintes sort ou est tangent a la courbe enveloppe 
aux trois cercles A, B, C definis par : 

cercle A (compression pure) : (7, = (7 2 = 0 ; <7 3 = - R rc 




cercle B (traction pure) : 
cercle C (cisaillement pur) : 



Oi = R rt ; (T 2 = C7 3 = 0 



T ~ ^ultime ~ T U 




1g. 37 
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Remarque : si on ne dispose pas du cercle C, on peut faire une approximation a par- 
tir des tangentes aux cercles A et B. 







tangents 


? , X / 


02 












A/ 











Fig. 38 



3. Exemple 

Les contraintes en un point critique d'un composant de machine en acier sont 
or = 100 MPa, a, = - 60 MPa et r = 60 MPa. 

Si la limite elastique de 1' acier utilise R e = 300 MPa, determiner le coefficient de securi- 
te CS adopte par rapport aux criteres de Tresca et de Von Mises. 



Solution 




Fig. 39 



Contraintes principales : 

o-j = 20 + 100 = 120 MPa 

a 2 = 20 - 100 = - 80 MPa 

Critere de Tresca : I <r, - a 2 1 = 200 =s R, 

pc _J^_3UQ_-| e _ OT 
1_ 200 "200" ' OM 
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31. Analyse des contraintes 



Remarque 

T maxi = 100 ^ y = 150 donne le meme coefficient de securite. 




Fig. 40 



EXERCICES A RESOUDRE 



-] Un point d'un composant de machine 
est sollicite par le systeme de contraintes 
planes : a x = - 144 MPa : ^ = 44 MPa et 
T„, = 80 MPa. Determiner les contraintes 
sur l'element lorsqu'on toume celui-ci de 
0 = 60". 

Riponse 

a xl = 66 MPa ; ffi)] = - 156 MPa ; t x1>1 = 41,4 MPa. 



44 MPa 



/ 



/ 



/ 

/ 



<J60° 



it 80 MPa 
■144 MPa 



Fig. 41 



d Reprend re l'exercice 1 avec a x = 
100 MPa ; <7„ = - 60 MPa ; T xy = - 32 MPa 
et 6 = - 3 0 " . 

Reponse 

a,, = 88 MPa ; ff,, = - 48 MPa ; T xljll = 54 MPa. 



60 MPa 



60° 



32 MPa 



100 MPa 

30° 



Fig. 42 



□ Reprend re l'exercice 1 avec a x = 35 MPa ; c v = 20 MPa ; T xy = 0 et 6 = 50". 



II Un element en contrainte plane est 
tourne de Q = 30. Les contraintes exercees 

sont a xX = - 107 MPa ; ff yl = - 31 MPa et 

r xlyl =18MPa. 

Determiner les contraintes exercees sur 
l'element dans les directions x et y. 

R&ponse 

a ■- - 103,5 MPa ; a • - - 35 MPa ; t„ =-24MPa. 




107 MPa 

30° 



Fig. 43 
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H Le point A d'un composant mecanique 
est soumis au systeme de contraintes planes 
a x = 20 MPa ; a v = 0 et r xv = 3 MPa. 
Determiner des contraintes principales sur 



l'element et la direction 6 p . 



a, = 20,4 MPa ; ff z = - 0,44 MPa ; 0„ = 8,35° 



Reponse 





3 MPa 
1 — 






-j- 


i 




** 








20 MPa x 



Fig. 44 



Q Reprend re l'exercice 5 avec a x = -20 MPa ; <J V = 90 MPa ; T xy = 60 MPa. 
Determiner egalement la contrainte de cisaillement maximale. 

Reponse 



tr, = 1 16 MPa ; ct 2 = 46,4 MPa ; 6„ = 66,3° ; = 35 MPa ; w = 81,4 MPa ; fl e = 21,3° 



B Les contraintes exercees au point cri- 
tique A d'un composant mecanique en allia- 
ge d' aluminium sont (T x = 60 MPa ; <7 y = 
120 Mpa et T xy = 40 MPa. Determiner les 
contraintes principales, la contrainte de 
cisaillement maximale et la contrainte de 
csaillement absolue. 

Reponse 

ffj = 140 ; a 2 = 40 ; = 50 ; (abs) = 70 Mpa. 




Fig. 45 



El Determiner les contraintes principales resultant de la superposition des deux etats 
de contraintes planes indiques. 

Reponse 



ff, = 337,2 MPa ; a 2 = 12,8 MPa ; 6 p = 33,8° 




200 MPa 



100 MPa 

1 5 0 MPa 



Fig. 46 



H facer l e tricercle de Mohr correspon- 
dant aux contraintes triaxiales : 
C7i = 60 MPa ; a 2 = - 60 MPa ; 
<7 3 = 30 MPa, En deduire la contrainte de 
cisaillement absolue. 

Reponse. 
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EQ Pour la poutre encastree proposee, 
determiner les contraintes principales et la 
contrainte- de cisaillement maximale en A et 
B si F = 25 kN et tan a = 4/3. 

Riponse 

en A ■ <r, = 13,7 MPa ; <7 2 = 0 ; T maxi = 6,83 MPa. 
en B ; a, = 0 ; ct 2 = - 13,0 MPa ; t^- 6,50 MPa. 





.-1 A 














3« 1,5 m B 









Fig. 48 




L) Au moment du desserrage, une tete de 
vis supporte un couple M de 40 Nm et une 
charge F de 200 N en C. La tige est encas- 
tree en 0 dans un bati (L = 50 mm et 
d = 12 mm). Determiner les contraintes 
principales et la contrainte de cisaillement 
maximale aux points A et B de la tige. 




Fig. 49 



IB Une cuve de compresseur, diametre 
1,2 m, epaisseur constante 20 mm, avec 
deux fonds hemispheriques, supporte une 
pression interieure de 2 MPa (20 bars). 

a) Determiner la contrainte de cisaillement 
maximale dans les fonds. 

b) Determiner les contraintes normales 
exercees parallelement et perpendiculaire- 
ment aux cordons de soudure. 

Riponse 

1^= IS MPa;<T x = 30MPa; a f = 60MPa. 



soudures 





Fig. 50 



Q Reprendre l'exercice 12. La contrainte normale admissible de l'acier du com- 
presseur est de 100 MPa, celle du cordon (parallelement a sa direction) de 80 MPa. 
Determiner l'epaisseur e requise pour la paroi. 



EQ Un reservoir cylindrique, diametre 
600 mm, epaisseur 5 mm, supporte une 
pression interieure de 4 MPa (40 bars). La 
partie cylindrique est realisee a partir d'une 
tole d'acier soudee en helice (a = 65"). 
Determiner la contrainte normale exercee 
perpendiculairement au cordon et la 
contrainte de cisaillement parallelement au 
cordon. 

Riponse 

(j = 139,l MPa ;%m 45. 2 MPa. 




1,5m 



Fig. 51 
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Q Reprendre l'exercice 14, a = 75" ; d = 1 000 mm ; e = 15 mm ; pression de 
1,6 MPa (16 bars). Determiner la contrainte de cisaillement maximale dans la partie 
cylindrique, la contrainte de cisaillement absolue et les contraintes dans le cordon. 

Reponse 

T = 13 MPa ; t 0 = 27,5 MPa ; ct„ = 28,5 MPa ; t m = 6,7 MPa. 



Q Une poutre cylindrique de diametre d 
supporte une charge de tension 
F = 200 kN et un couple de torsion M. Si 
la lirnite elastique en traction du materiau 
est R e = 250 MPa, determiner l a valeur du 
couple M a partir du critere de Tresca, 

Riponse 

708 Nm. 




Fig. 52 



Reprendre l 'exercice 16 avec le critere de Von Mises. 



Q Les contraintes relevees en un point 
critique d'un composant mecanique sont 
<j x = 40 MPa ; <T y = 150 MPa et 
T XJ) = 50 MPa. Le composant est en acier 
moule, R e = 300 MPa. Determiner le coef- 
ficient de securite adopte : a) avec le crite- 
re de Tresa ; b) avec le critere de Von 
Mises. 

Riponse gg 

1,772 ; 1,875. 



150 MPa 




D Les contraintes mesurees experimentale- 
ment au point critique d'une piece moulee en 
aluminium sont <j x = 0 ; a v = - 100 MPa ; 

= - 80 MPa. La resistance a la rupture en 
compression est R rc = 220 MPa et celle en 
traction = 100 MPa. En utiliit le critere 
de Mohr, determiner s 'il y a ou non risque de 
rupture. 

Riponse 

pas de rupture. 



G Reprendre l'exercice 21 



avec 



<7 X = - 40 MPa 
t =40 MPa. 



a„ = 80 MPa 



ioo MPa 



Fig. 54 




fi. 55 



-40 

t MPa 




ANALYSE DES 
DEFORMATIONS 



Objectifs 

■ Developper la notion de deformations planes : equations, defor- 
mations principals, cercle de Mohr, etc. 

■ Indiquer la difference entre contraintes planes et deformations 
planes. 

• Developper le cas des jauges de contraintes. 

■ Donner la loi de Hooke generalisee. 



L' analyse des deformations en un point d'une structure ou d'un objet et leurs methodes 
de transformation sont analogues a celles des contraintes du chapitre precedent. Les 
relations etablies sont particulierement utiles aux etudes experimentales a partir des 
jauges de contraintes. En effet, les jauges etant orientees et collees dans des directions 
donnees, il est souvent necessaire de transformer et manipuler les resultats obtenus. 



1 • Analyse des deformations planes 

Dans le cas le plusgeneral, les deformations en un point d'une structure exigent la com- 
binaison de six parametres : trois allongements relatifs (e x , e v , e z ) du meme type que celui 
defini en traction (e = AL/L) et trois angles de glissement ou trois glissements 
(y , y xz , y ) du meme type que celui defini dans le cours sur le cisaillement. 
Experimentalement, l'emploi des jauges de contraintes permet de determiner les defor- 
mations (e) dans des directions particulieres. Afin d'analyser et de concevoir, les inge- 
nieurs et les techniciens doivent souvent transformer les valeurs mesurees pour obtenir 
les deformations dans d'autres directions. Ce processus de transformation est decrit au 
paragraphe 1 dans le cas des deformations planes, ou Ton ne prend en compte que les 
elements e x , £ y et y xy . 

Remarque : bien que les contraintes planes (a x , <J V , x x ) et les deformations planes uti- 
lisent les unes et les autres trois composantes agissant dans le meme plan, l'une n'en- 
traine pas necessairement l'autre et inversement (fig. 12). Ceci resulte de l'effet de 
Poisson decrit par la figure 1. Une contrainte a x dans la direction x entraine non seule- 
ment fallongement e x mais aussi les contractions e y = - ve x et e z = - ve x (v = coefficient 
de Poisson). A l'inverse, une deformation plane e x exige une contrainte c x qui entraine 
a son tour des contractions £ y et e z (Poisson). Pour obtenir e z = 0 et un etat de 
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deformation plane, il sera necessaire d'appliquer une contrainte a z supplementaire pour 
annuler les effets de <r x sur z. A noter que les glissements et les contraintes de cisaille- 
ment ne sont pas affectes par le coefficient de Poisson et T X2 = T yz = 0 implique 
Yx, = Y y z - 0. 



z 
1 1 




la contrainte plane a„ 
n'entraine pas de deformation plane (x, y) 



car e z *0 



a) avant chargement 
et deformation 




b) traction q< 



Fig. 1 



etats de deformation planes 



avant deformation 



/ e f 0 r ooprte t 




-A 






dx 


— j +-x 

£„dx 

1 L— 



a) allongement relatif e x 



b) allongement relatif e v 




f ig. 2 



1. Equations de transformations 



e x , e y , y xv etant connus dans les directions (x, y), les equations de transformations per- 
mettent de determiner e xl , e yl et y xlyl dans les directions (x„ inclinees de Tangle 9 par 
rapport a (x, y). 

La demarche et la methode de determination est la meme qu'en contraintes planes : 
a x est remplace par e x , <J V par e y et T xy par 1/2 y xy . 




Fig. 3 
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3z. Analyse aes aerormanons 



e,i = — g-^ + cos 20 + ^ sin 20 



(1) 



(2) 



sin 20 + y cos 20 



Si dans l'equation (1) on remplace 0 par 6 + n/2 (ou 0 + 90°), on obtient £„•, 




Remarque : si on ajoute membre a membre les equations (1) et (3), on obtient 



Convention de signe 

e x et e y sont positives si elles engendrent des allongements suivant x et y. y xv est positif 
si Tangle AOB devient plus petit que 90". Ces conventions sont en correspondance avec 
les conventions de signe des contraintes (a > 0 entraine un allongement, etc.). 



2, Deformations principales 



Comme pour les contraintes planes, il existe une direction 0 p pour laquelle y = 0, 
£j = e maxi et e 2 = e mini . Les relations sont analogues : 




Fig. 4 

Remarque : les relations precedentes supposent des materiaux isotropes. 
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3. Glissement maximal 

Meme demarche que pour la contrainte de cisaillement maximale, y est maximal 
pour 



e = e c = e p ± 45° 




4. Cercle de Mohr des deformations 

Encore une fois, meme demarche que pour le cercle de Mohr des contraintes. 



I 

i 



G(6 = d c ) 



E(d = 0 



•xy 
2 




-I 



«x1 



cercle de Mohr des deformations : principaux parametres 




Fig. 5 

Les deformations e x , e v et y xv apparaissent en A et B. 

C le centre du cercle est situe a la distance OC = (e x + e y )/2. 

Les deformations dans une direction quelconque x 1 [6 = 0 X ) apparaissent en D et E. 

L'axe e est oriente positivement vers la droite et l'axe y xv/2 positivement vers le bas. II en 

resulte que les sens des rotations 26 v 26 p et 26 c sont les memes que ceux Q v 8 p et 8 Q de 

la figure initiale. 

Les deformations principales apparaissent en I et J et correspondent aux points d'inter- 
section entre le cercle et l'axe e. Pour ces points y x]/ = 0. 

Le glissement maximal apparait en G (9= 0 p + 45" ; y xv/2 = - y^^) 

et en F (6 = 8 p - 45" ; y x / 2 = r maX i/ 2 )- 
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32. Analyse des deformations 



5. Exemple 



Un element de machine supporte en 
un point les deformations planes sui- 
vantes : 

£ x = 500 x 10" 6 ; e v = 100 x 10" 6 
Y xv = 200 x 10" 6 

a) Determiner les deformations dans 
la direction Xj a 30". 

b) Determiner les deformations principales. ® 

c) Tracer le cercle de Mohr des deformations. 

Resolution 



+ (500 + 100)x 10" 



■= 300x 1(T 



fl^ = (500-100)xl0- = 20QxlQ _ 6 
= lOOx 10" 6 



2 2 
B» 200x2 10" 6 



a) Deformations dans la direction x } 

£ xl = 300 x 10" 6 + 200 x 10" 6 cos 60" + 100 x 10" 6 x sin 60" = 486.6 X lO" 6 
E vl = 300 x 10" 6 - 200 x 10< cos 60" - 100 x lO" 6 X sin 60" = 113,4 X 10" 6 
= - 200 x 10- 6 sin 60" + 100 x 10^ COS 60" = - 123,2 X 10" 6 

Y xlyl = - 246,4 X 16 

Remarque : e x + e y = 600 x 10" 6 = £ xl + e yl = (486,4 + 113,4) xlO" 6 

b) Deformations principales 



' an29 -°^- 500-°iOO)flO- = °' 5e ' e - = 13,3=e ( 103,3= 



R = 



£x £A * + (M = / 200x 10- 6 f + (lOOx 1(T 6 J = 224x 10" 



e, = £l±£» + /? = (300x 1(T 6 } + (224x 10" 6 ) = 524x 1(T 6 
£2 = -R = (300x 10" 6 ] - (224 x 1(T 5 ) = 76 x 1(T 6 



^=i? = 224xl0" 6 et y maxi = 448x10" 
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c) Cercle de Mohr des deformations 



) x 1 0" 6 



IOOxKT 6 




f 
o 

X 



500 x 10" 6 



1 

o 

X 

CsJ 



3 
E 



Fig. 7 



1 


,Y„ -200M10" 6 ^ 




/ 
/ 
/ 

/ 

/ 

/ 


/ 

/ x 
/ § 






500 x 10"* dj, 



ResultatS 



a) deformations e„ e y , Y^ ^ 




b) deformations dans la direction x,a 30° 



c) deformations principals 



ig. 8 
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II -Jauges de contrai ntes 

La mesure des deformations en un point (M) est generalement realisee par un ensemble 
de trois jauges (A, B, C) encore appele « rosette », Les jauges sont collees sur la surface 
(libre) de la structure ou de l'objet et, sous charge, suivent les deformations de celui-ci. 
Les deformations mesurees sont uniquement celles du plan des jauges. S'il n'y a pas de 
contraintes en surface (pression superficielle, etc.), les jauges supportent un etat de 
contraintes planes et non pas un etat de deformations planes (voir differences, fig. 12). 
De plus, la normale (ou la perpendiculaire) a la surface est axe principal de deformations. 
Si les jauges ne mesurent pas les deformations selon cet axe, neanmoins ces deforma- 
tions n'affectent pas celles realisees dans le 
plan des jauges. 

Dans le cas general, les jauges sont orientees 
dans trois directions definies par les angles 9 A , 
6%, B Q et permettent de mesurer les deforma- 
tions e A , e B , £ c suivant ces directions. A partir 
de ces valeurs et des equations de transforma- 
tions du paragraphe II, il est possible d'obte- 
nir les deformations e x , e v et y xy et les defor- 
mations principales au point M. On obtient : Fig. 9 

£ A = e x cos 2 0 A + e y sin 2 0 A + y xv sin 0 A cos 0 A (1) 

% = e x cos 2 6q + e v sin 2 % + y xv sin 6 B cos 0 B (2) 

£ c = e x cos 2 6> c + £ v sin 2 9 C + J xv sin 0 C cos 8 C (3) 

Les valeurs de e x , e v et £ z sont obtenues en resolvant le systeme de trois equations (1), (2) 
et (3) a trois inconnues. Les jauges sont souvent collees dans des directions a 45" ou a 
60°, ce qui simplifie les equations precedentes (fig. 10). 





Fig. 10 

Remarque : si les directions principales sont connues (symetrie, etc.), deux jauges 
orientees suivant ces directions suffisent pour les determinations. 
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Exemple 




Fig. 11 



Sous charges (F v F 2 , F 3 ), on mesure les deformations en un point A d'un composant 
mecanique par 1' intermediate d'une rosette a 60". Determiner £ x , £ y , £ 2 et les deforma- 
tions principales £j et £ 2 si : 

£ A = 120 x 10" 6 ; £ B = 260 x 10" 6 ; £ c = 400 x 10" 6 . 

Resolution 

£„ = e A = 120x10" 6 

e v = I (2£ s + 2e c - £ A ) = i (2 x 260 + 400 x 2 - 120) x 10" 6 = 400 x 10 
y xy = (260-400) x 10" 6 = - 162 x 10" 6 



-6 



Deformations principales 



120- 400 Y + ( 162 



xl0" 6 = 162x10" 



10" 



£l = £ * + £ * (120 + 400) x^— + 162x 10" =422x 10" 
2 +/?= 2 



e 2 = - 



R = (120+400)3x-10" 6 -- 162x 10" 6 = 98 x 10" 



III ■ Relations entre contraintes et deformations 

Les relations de ce paragraphe supposent des materiaux homogenes, isotropes et se 
deformant de maniere lineairement elastique. 



1. Loi de H ookegeneralisee 



Soit un point d'un materiau supportant un etat de contrainte triaxial <J X , C y , O v engen- 
drant les deformations e x , £ y , £ r Les contraintes sont liees aux deformations par la loi de 
Hooke (<j = Ee en traction) et le coefficient de Poisson v tel que £j atera i e = - V£j ongitudina | e . 
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En superposant les trois etats de contraintes, on obtient la loi de Hooke generalisee : 



e x = 1/E [a x -v(<t v + o z )\ 
e v = 1/E \a v - v (a x + o z )\ 
e z = 1/E [or, - V (<7 X + CT y )] 



"^v ~ Gy xv ; t xz - G% z ; T yz — G% 2 



Remarque 1 : a partir des equations precedentes, on peut exprimer a x , (T y et a z en 
fonction e x , £ y et e r 



cr„ = 



cr z = 



d + v)(l 


-2v) 


E 




d + v)(l 


-2v) 


E 




d + v)(l- 


-2V) 



[(1 - v) e z + v(e x + e y )] 



Remarque 2 : les trois constantes caracteristiques du materiau E (module d'elasticite 
longitudinal), G (module d'elasticite transversal) et v (coefficient de Poisson) sont liees 
par la relation : 



G = 



2(1 + v) 



Exemple : reprenons l'exemple du paragraphe II avec E = 200 GPa, v = 0,3 et deter- 
minons les contraintes principales en A. 

Resolution : au point A, la contrainte <J Z normale a la surface est nulle (pas de pression 
superficielle, etc.) ; les contraintes exercees sont des contraintes planes. Appliquons la 
loi de Hooke generalisee dans ce cas avec (7 Z = <7 3 = 0. 

Les deformations principales obtenues etaient : 
8j = 422 x 10 6 et 8 2 = 98 x 10 -6 
e 1= l Oi-v(ff 2 + 0)] 

422xl(T 6 =[ l —s — ] (4 _0,3O2) (1) 

84,4x lO 6 -^- 0,3O2 
e 2 = ^[o- 2 -v(cT 1 + 0)] 

98xl0- 6 =f ,,, L _ a _ 1 (02-0,3^) ( 2 ) 



.200x10" Pa 
19,6x 10 6 =o- 2 -0,3o! 

La resolution des equations (1) et (2) donne : G x = 99,2 MPa et C 2 = 49,5 MPa, 
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Remarque : ces resultats auraient pu etre obtenus a partir de £ x = 120 x 10™ 6 ; 
E v = 400 x 10" 6 et y xy = - 162 x 10" 6 . 

A partir de ces valeurs, on obtient <T = 52,8 MPa et 0! = 95,9 MPa en utilisant les equa- 
tions de la remarque 1. 

Txy = G 7xv = 76,9 x 10 9 Pa x (- 162 x 10- 6 ) = - 12,46 MPa 
en remarquant que : 



G . £ 200x10! = 76,9 xlO 9 Pa 
2(1 + v) 2(1 + 0,3) 



Ayant <T X , U y et t xy , on obtient les contraintes principales G x et (T 2 par la methode decri- 
te au chapitre precedent : 



R = 



[ 52,8- 95,9 



+ 12,42 2 = 24,87 MPa 



Oi = **$<r» + Rm 52,8^95,9 - + 24,87 = 99,2 MPa 
a 2 - 2 + * - R = 52.8 + 95,9 _ 24,87 = 49,5 MPa 



2, Comparaison de I'etat de contraintes planes 
et de I'etat de deformations planes ; 



Bat 



Contraintes planes 



i ► 


■ " ■ ■ 




■4 





4 r 



xy 



Deformations planes 



dy 



TV. 



1 

/ 
/ 
/ 



Contraintes 



°> = 0 ; %X2 = 0 ; lyz = 0 



t« = 0 ; x yz = 0 



Deformations 



y«=0;7yz = 0 

£jr*0;£y*0;£z*0 
7xy*0 





a x 


Valeurs avec 


Oy 


loi de 




Hooke 


£x 


generalised 






Ey 




El 



- V 

E 



(1 - v z 



[e, + WE,) 



\£y t VEx 



£ y = l r l [( 1 " l ') <T J'" l/crj( ] 



vu,) 

y - VOy) 



<7„ - 



= (1 + .)(1-2.)K 1 -^^ + ^] 

J [(1-1/) £y - WxJ 



txy = G Yxy 



(1 + v) (1 - 2if) 

ff| Mi^)(i-2 ,) (£ ^ 



Fig. 12 
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EXERCICES A RESOUDRE 



D Un point d'une structure a un etat de deformation plane caracterise par : 
e x - 500 x lfj- 6 ; e v = - 300 x 10 6 ; y xy = 200 x 10*. D eterminer le s deforma- 
tions dans la direction x 1 a 30". 

Reponse 

£j<1 = 387 x 10"^ ; e =-187 x 10* ; y xlBl = 552 xlO" 6 . 



D Un point d'une structure supporte un etat de deformation plane caracterise par 
e x = 350 x 10* ; e v = 200 x 10* et y xy = 80 x 10*. Determiner les deformations 
principales, le glissement maximal et les directions correspondantes. 

Reponse 

Ej = 360 XlO 6 ; e, = 190 xlO" 6 ; 0 p = 14,03° ; y mlxi = 170 xlO" 6 ; 6 C = 59,03°. 



H Au point M d'une structure, on 
colle une rosette delta (rosette a 
60"). Les mesures sont : 
e A = 120 x 10* ; e B = 270 x 10* 
et e c = 528 x 10*. 

a) Determiner les deformations 
principales. 

b) Determiner les contraintes princi- 
pales en M si la structure est en 
acier (£ = 200 GPa ; v = 0,3). 

Reponse 

£, = 544 x 10- 6 ; e 2 = 68 x 10" 6 ; 9 p = 19,3° ; 
<r 1 =124MPa;(7 2 = 51M'a. 




A 

Fig. 13 



0 Une rosette a 45" est collee en 

1 sur un bras de renvoi. Sous charge, 
les mesures experimentales don- 
nent : 



E A = 400 x lO" 6 
e B = 260 x 10- 6 



e c = - 225 x 10* 

Determiner les deformations princi- 
pales et le glissement maximal. 

Reponse 

El = 445 x lO" 6 ; «2 = - 270 x 10"; 




Fig. 14 
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Q Au point M d'une cle, on mesu- 
re les deformations a l'aide d'une 
rosette a 60" : 
£^-78x 10" 6 

e B - 40 x 10" 6 

£ c = 50 x 10" 6 

Determiner les deformations princi- 




M 




pales et le glissement maximal en ce 
point. 



e 1 = 86,2 x 10" ; £2 = - 78,2 x 10" ; 0 p 



Xmaxi = 164 x 10HS avec Wn = 40 x 10_6 et 

e c = - 13". 



Reponse 

. 58" ; 



Fig. 15 



Q Deux jauges A et 6 sont collees 
a la peripheric d'un arbre de trans- 
mission (diametre d = 80 mm) dans 
des directions a 45". 
Si les mesures sont e A = 250 x 10^ 
et £ B = - 250 x 10 -6 , determiner le 
couple M transmis si 1' arbre est en 
acier (E = 200 GPa ; v = 0,3). 



Fig. 16 





Q Reprend re l'exercice 6 avec un arbre de diametre 50 mm, une seule jauge (A) 



collee dans une direction a 25" indiquant e A = 300 



10^. 



LI line cuve de compresseur 
d'epaisseur mince e = 8 mm et de 
rayon interieur 400 mm supporte 
une pression interieure p = 20 bars. 
Determiner les deformations longitu- 
dinales (e x ) et circonferentielles (e v ). 
La cuve est en acier (E = 200 GPa, 
v = 0,3). En deduire le glissement 
maximal. 

Reponse 

6-^(1 -2V) =100 X Iff 6 ; 
e f -V)=425xl(r 6 : 

IUt = -■£?(! +V) = -325xlff 6 . 




Fig. 17 



Q Reprendre l'exercice 8 avec une cuve spherique. En deduire l'allongement du dia- 
metre Ad. 

Reponse 

£» = £„ = £ = ^IL(1 - v) = 175 x 10- 6 ; Ad = 0,14 mm ; x, M = 0. 




GENERALITES 
STATIQUE 
DES FLUIDES 

0 BJ ECTIFS 

■ Definir la mecanique des fluids 

■ Introduire les notions de masse volumique, de densite, de visco- 
sites dnematique et dynamique 

■ Indiquer les prindpales families de fluides. 

■ Developper les proprietes et les prindpaux theoremes de la sta- 
tique des fluides : theoreme de Pascal, relation entre pression et 
profondeur, poussee d'archimede, forces de pression exercees 
sur une paroi plane 



La mecanique des fluides est la branche de la mecanique qui etudie le comportement des 
fluides au repos ou en mouvement. 

Ses resultats sont indispensables a la plupart des industries (aeronautique, automobile, 
hydraulique, chimie.. .)• De la meme maniere que le sang; les veines et le cceur sont a 
l'origine de la vie, le transport et la circulation des fluides sont a l'origine de nombreux 
processus et de nombreuses realisations. 

II existe deux families principales de fluides : les liquides (y compris les poudres ou pro- 
duits pulverulents) et les gaz. Les liquides ont la propriete d'etre incompressibles, alors 
que les gaz sont compressibles. 

L' etude des fluides se divise en deux parties : 1' etude des fluides compressibles et F etude 
des fluides incompressibles, comprenant notamment I'hydraulique. 



fluide = liquide ou gaz 



mecanique des fluides 





.fitude 
des fluides 
incompressibles 










etude 
des fluides 
compressibles 


— ► 



Fig. 1 
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I- General ites 

1. Masse volumiquep (lire rho) 

C'est la masse de l'unite de volume. L'unite est le kilogramme par metre cube (kg.rrr 3 ). 
Exemples : pour l'eau p = 1 000 kg.rrr 3 ; pour l'air p = 1,293 kg.m" 3 . 



2. Densite d 

. masse volumique d'un corps , ,. 

d = - = un nombre sans dimension 

de l'eau (liquides ou solides) 
masse volumique < s 
n de 1 air (pour les gaz) 



Exemple : huile minerale = 920 kg.m -3 , densite correspondante d = 0,92. 



3. La viscosite 

C'est une propriete importante. Elle caracterise les frottements internes ou intermole- 
Clllaires a l'interieur du fluide, autrement dit sa capacite a s'ecouler. 
La propriete inverse est la fluidite. La temperature a une grande influence sur la viscosi- 
te des fluides. Celle-ci diminue lorsque la temperature augmente. 

a) Viscosite cinematique v (lire nu). 

Elle est determinee, pour les liquides, en mesurant a une temperature donnee la duree 
d'ecoulement d'un volume connu de liquide a travers un appareil comportant un orifice 
(tube capillaire) de dimensions normalisees. L'unite est le metre carre par seconde 
(m^s- 1 ). 



1 st = 1 stoke = lO -4 m 2 .S" 



l _ 



100 est 



b) Viscosite dynamique (i (lire mu) 

Elle caracterise 1' aptitude des couches de fluide a glisser les unes sur les autres (compa- 
rable au frottement existant entre les surfaces planes de deux solides en contact). 



plaque au repos 
3 



c ouches 
! fluide 



AV 




plaque mobile 



mouvement 



' ' m fixe 



V///////////. 



plaque mobile 



AT 



J 




V////////////A'////////////// 
V=0 



Fig. Z 

La couche de fluide inferieure adhere au bati en 8 : elle reste fie. La couche superieu- 
re a le meme mouvement que la plaque. Pour un fluide newtonien (fig. 4), les couches 
de fluide successives entre A et B glissent et frottent les unes sur les autres, toutes de la 
meme facon (ceci n'est pas verifie dans les autres cas). 



3o. uenerautes - srauque aes tiuiaes 



Si AT est la force necessaire pour deplacer la 
couche A a la vitesse AV par rapport a la 
couche B, Ah l'epaisseur du film de fluide et 
AS l'aire de contact entre les couches, alors 
la viscosite dynamique [i est definie par : 



t = n 



AV 
Ah 



AS 


fcontrainte de cisaille- ) 
{ ment entre couches j 






AV 

Ah ' 


1 accroissement de la vitesse \ 
entre les couches successives j 



L'unite est le pascal seconde (Pa.s) ou la 
poise ; 1 poise =0,1 Pa.s 
Relation entre viscosite dynamique et visco- 
site cinematique : 

fl en Pa.s ou N.S.m -2 
avec I v en m 2 .s _1 
p en kg.nr 3 



v = - 




icr 7 



-20 0 ?0 40^ S 80 100 120 
temperature ("0 



Fig. 3 

Viscosites de quelques fluides a 20" C et a la pression atmospherique. 



fluide 


/i(Pa.s) 


p(kg.nrr 3 ) 


v (m 2 .s _1 ) 


hydrogene 


8,8 x 10^ 


0,084 


1,05 x lO" 


oxygene 


2,0 x 10" 


1,31 


1,53 x lO" 5 


air 




1,8 x 10" 5 


1.20 


1.51 x 10" 5 


alcool 


sthylique 


1,2 x lO- 3 


787 


1,52 x 10- 6 


gazole 




1,3 x 10" 


893 


1,45 x 10" 6 


essence 


2,9 x lO" 4 


680 


0,422 x 10 -6 


kerosene 


1,64 x 10- 3 


823 


2,0 x lO"* 


huile SAE 10 * 


0,088 


909 


0,97 x 10" 4 


huile SAE 30 


0,29 


909 


3,2 x 10" 1 


huile SAE 50 


0,70 


909 


7,7 x 10" 4 


octane 




0,51 x 10" 


701 


7,3 x lO" 7 


propane 


0,11 x 10- 3 


495 


0,22 x lO" 7 


freon 12 


2,62 x 10^ 


1 327 


1,97 x lO" 7 




0° c 


1,788 x lO" 3 


1 000 


1,788 x 10^ 




10 


1,307 x lO" 3 


1 000 


1,307 x 10* 




20 


1,003 x 10" 3 


998 


1,005 x lO" 6 










0,802 x 10* 




I 


--Y 0 0,657 799 x x 10" 10" ~ 


996 m 


0,662 x 10" 6 


eau a 


50 


0,548 x 10" 3 


988 


0,555 x 10" 6 




60 


___z-_"jc--.10- 3 


983 


0,47 5x.ua" 




70 


0,405 x 10" 3 


978 


0,414 x 10" 6 




80 


0,355 x 10" 3 


972 


0,365 x 10 -6 




90 


0,316 x 10" 


965 


0,327 x 10" 6 




100 


0,286 x 10" 


958 


0,295 x lO^ 6 
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McCANIQUc D c5 FLUIDES 



4. Differents types de fluides 

II existe trois families de fluides : les fluides viscoelastiques (farines de ble, poudres 
diverses.. .), les fluides dont les caracteristiques sont fonction du temps (peintures a 
sechage rapide, produits alimentaires liquides, solutions de platre...) et les fluides dont 
les caracteristiques sont independantes du temps. Cette derniere famille, la plus nom- 
breuse, presente differents comportements : 




Fig. 4 



II- Statique des fluides 

La statique des fluides s'occupe de l'etude des fluides au repos. 

1. Propriety de la pression en un point d'un fluide 



Propriety 1 

Les actions ou les forces de pression s'exercent -toujours perpendiculairement 
aux surfaces sur lesquelles elles agissent. 



Propriete 2 : theoreme de Pascal 

La pression en n'importe quel point d'un fluide est la me me dans toutes les direc- 
tions : verticale, horizontale OU indinee (quel que solt Tangle d'inclinaison). 



Montrons la propriete 2 en etudiant l'equilibre d'un prisme de fluide de petites dimen- 
sions (epaisseur constante AY = 1). 



i 

i 



jj. vjeiieiauies - si.aLiqufc: u«b nuiues 



reservoir 



prisme d'epaisseur A/=1 








— 


N 

< 


c\>\ ""/ ,; 






■It 












mg 

>- 







ZT 



Fig. 5 

D . , , . .. AXAYAZ AX AZ 
Poids du prisme : mg = pvg = p g = pg 

2 2 

P x , P z et /J, supposees differentes au depart, schematisent les forces de pression sur les 
faces BC, AC et AB. Les resultantes correspondantes sont : 
P X AZAY = P X AZ ; P z AX AY = P z AX et P s AS AY = P s AS 

D'apres le principe fondamental de la statique : 

pg ^d¥. + P^AS + P x AZ + P z AX = "0 

Projection sur x : p $ AS sin a - p % AZ = 0 
AXAZ 



Projection sur z : pg 



+ P s AS cos a - p z AX = 0 



(1) 
(2) 



En remarquant que AX = AS COS a, AZ = AS sin a et que le terme pg est negli- 

2 

geable devant les autres, les equations 1 et 2 donnent : 

P s = P x etP s = P z 

Une etude analogue, avec le prisme place dans le plan (y, z), nous donnerait 
P=p= p En definitive : 



P = P = P. = P. 



quel que soit Tangle a. 



Autrement dit, la pression est la meme dans toutes les directions. 

2. Relation entre la pression, la profondeur et la pesanteur 



reservoir 





9BBI 



I 

! 



P. AS 



cylindre elementaire 
de fluide 




(P+AP)AS 



Fig. 6 
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Afin d'etablir la relation cherchee, etudions l'equilibre d'un cylindre elementaire de 
petites dimensions, de hauteur Ah, de surface de base AS. 
'Le principe fondamental de la statique donne : 



(P + AP)AS + PAS + mg = 0 

En projection sur la verticale z et en remarquant que mg = pg AS Ah 
(P + AP)AS - PAS - pg AS Ah=0 

d'ou 



AP = pg Ah 



Application : liquide dans un reservoir. 
P A est la pression a la surface du reservoir 
et P M la pression a la profondeur h. La 
pression augmente avec la profondeur et : 



AP = P M -P A = pgh 

unites : P M et P A en Pa 

p masse volumique du fluide (kg.nr 3 ) 

g = 9,81 m.s" 2 

h profondeur en m 




iig.7 



Exemple : determinons la pression dans l'ocean a une profondeur de 1 000 m, 

p = 1 030 kg.m -3 , P atm = pression atmospherique cs 10 5 Pa. 

Pm ~ ^ a tm = 1 030 x 9,81 x 1 000 

P M = 10 5 + 101,043 x 10 5 = 102 x 10 5 Pa = 102 bars. 

Schematiquement, la pression augmente de 1 bar tous les 10 metres. 



3.Pousseed'Archimcde 



La r6sukante dcs forces de pression exercees sur lasurface d'un objet completement 
immerge, encore appelee poussee d'Archimede (F A ), est egale et opposee au poids 
du volume de fluide deplace par 1' immersion 



a) Mise en evidence 




mg 



Fig. 8 
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33. Generalities - statique des fluides 



Le volume fictif de fluide de la figure 8 reste en equilibre sous Taction de son poids mg 
et de 1' ensemble des forces de pression exercees sur sa surface exterieure par le fluide 
environnant. 

L' application du principe fondamental2 la statique montre que la resultante des forces 
de pression (ou poussee d'archimede F A ) est egale et opposee au poids mg. 




p : masse volumique du fluide (kg.rrr 3 ) 
V : volume de fluide deplace (m 3 ) 
g = 9,81 m.s- 2 
F A : poussee d'archimede (N) 



Remarque : F A a pour point d' application le centre de gravite du fluide deplacee, enco- 
re appele centre de poussee A ; elle est verticale et orientee de bas en haut. 

Exemple 

Determinons la tension T d'un fil 
(AB) tenant une sphere de 5 kg, 
de volume 1,5 dm 3 (1,5 litres), 
immergee dans un reservoir 
d'eau (1 000 kg.rrr 3 ). 



P + T + F A = 0 




Fig. 9 

d'ou T = P-F, = mg- pVg 

T = 5 x 9,81 - 1 000 x 0,0015 x 9,81 = 34,3 N. 

b) Cas d'un solide partiellement immerge 

Dans le cas d'un solide partiellement immerge, ou dans le cas d'un solide completement 
immerge mais non homogene, le centre de poussee A est distinct du centre de gravite G 
du solide, ce qui influe sur la position d'equilibre de celui-ci. 

Exemple 




metacentre 

My-""" 



G= centre de gravite 
de I'objet 

A = centre de poussee 
(poussee d'Archimede) 




Fig. 10 

Le point M, situe a l'intersection de la verticale passant par A et de l'axe de symetrie du 
solide, est appele metacentre et d m est la distance metacentrique. 
Si M est situe au-dessus de G, il y a toujours stabilite ; le solide tend a revenir dans sa 
position d'equilibre apres un ecart. II y a instabihte dans le cas contraire, lorsque M est 
au dessous de G. 
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MeCrhiQue DES FLUIDES 



4. Forces et pressions sur une paroi plane immergee 

a) Cas d'une paroi verticale 

Donnees : 

P 0 : pression a la surface du fluide 
P M =P 0 + pgZ 
Z : profondeur 

Z R ■ profondeur de la resultante R 
Z G : profondeur du barycentre ou 
centre de gravite G de la surface S 
de contact paroi/fluide 
p : masse volumique du fluide 
g = 9,81 m.s" 2 

S : aire de la paroi soumise a la pres- 
sion du fluide 

Si R est la resultante des forces de pression exercees sur la paroi et Z R sa position, on 
montre les relations : 




distribution des pressions 



Fig. 11 



R = pgSZ c 



et 



7 _ & 

R ~z n .s 



+z n 



I yG est le moment quadratique de la surface S par rapport a I'axe y, (axe passant G et 
perpendiculaire a x et z). 

Exemple : determinons R et Z R pour une paroi rectangulaire, de hauteur h = 2 m, de 
largeur b =3 m, soumisea Taction del'eau (1 OOOkg.nr 3 ). 



R=PgZ G S 

= 1 000x9,81 xlx(3x 2) = 58 860N 
avec Z G = = 1 m 

ZR = lf6 + 1 = 1 ' 333m = ¥ 



S=bh 





1 J 1 


% 

CM 


A 




CO 1 




b/2 





Fig. 12 



b) Cas d'une paroi inclinee 

P M =P 0 + pgZ, pression en M et R resultante des forces de pression qui s'exercent 
perpendiculairement a la paroi. 



R = pgSZ G 



La position du centre de poussee A est 
donnee par : 



avec U R = ^- = OG et U G = -^ = OA 
sin a sin a 




fig. 13 
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■54 beneralites-statique des fiuides 



EXERCICES A RESOUDRE 



Li Un reservoir est rempli avec de 
l'eau (1 000 kg.rrr 1 ) sur une hauteur 
h m = 2 m et avec de l'huile (870 kg.rrr 3 ) 
sur une hauteur h BA = 1 m. 
Determiner la hauteur d'eau h D dans 



le tube piezometrique relie a la 



masse d'eau si 
spherique. 



P A = P n = p atmo- 



Reponse 



h D = 2,87 m. 



hutte 



8 



eau 



__ 



Fig. 14 



P R eprendre l'exercice 1 avec un 
reservoir ferme, une pression d'air 
dans la cuve P D = P E = P, 
sion atmospherique), de 
(680 kg.rrr 3 ), de la glycerine (1 260 
kg.m" 3 ). Determiner les elevations 



atm (P r es- 
1' essence 



z D et 



z £ des fiuides dans les tubes 



piezometriques en D et £ (zc = 0 



z a = 2 



5 m). 



Donnee : P a = P^ + 15 000 Pa. 



air 



gtycSnne 



Fig. 15 



• f 



Q L'indication de remphssage 
d'un reservoir a essence, est -propor- 
tionnelle a la pression mesuree par 
une jauge placee au fond du reser- 
voir. Si le reservoir est rempli uni- 
quement d'essence, la jauge indique 
le plein pour h = 0. Si, par accident, 
on a 18 mm d'eau au fond du reser- 
voir, pour quelle valeur de h la jauge 
indique-t-elle le plein ? 



air 



tauge 
04 



essence 




Fig. 16 



0 Le volume apparent (non 
immerge) d'un iceberg est de 

1 000 m 3 (10 x 10 x 10 m). 
IDeterminer le volume immerge et la 
masse totale de 1' iceberg. 

Reponse 

8 115 m 3 , 8 358 tonnes ; 87,6 % immeige. 




I. 17 
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Q Un solide cylindrique de densite 
inconnue flotte entre de I'huile et de 
l'eau. Les trois quart du solide sont 
immerges dans l'eau. Determiner la 
densite d du solide. 




1 000 kg.rrr 3 



Q Une bouee munie d'un eclairage, 
est placee a 1' entree d'un port. Le poids 
de l'ensemble (sans lest) est de 
300 daN. a) Determiner la tension de 
la chaine (T). b) A partir de nup.l volu- 
me de beton l'ensemble bouee plus lest 
reste-t-il stable ? (on tiendra compte de 
la poussee d'archimede sur le beton). 

R&ponse 

T = 706 daN ; 0-516 m*. 

eclairage 




H Une balise flottante, utilisee pour le 
reperage en mer (1 025 kg.rrr 3 ), est 
realisee a partir d'un tronc d'arbre 
cylindrique (diametre 80 mm, longueur 
4 m) et d'un lest en acier (7 800 kg.rrr 3 ) 
fixe a l'une des extremites. La masse 
volumique du bois est de 620 kg.m -3 
Quelle doit etre la masse du lest pour 
que la poutre depasse d'une hauteur h 
de 0,6 m (on tiendra compte de la 
poussee d'Archimede sur le lest). 



tronc d'arbre 




(mono bloc) 



Fig. 20 



Q Dans la position 1, les flotteurs du 
dock sont remplis d'eau ; le navire a 
reparer est amarre. Dans la position 2, 
l'eau est chassee des flotteurs, le navire 
repose sur le dock. La masse volumique 
de l'eau de mer est de 1 030 kg.m -3 ; la 
masse du navire est de 25 000 t ; celle 
du dock (deleste) est de 30 000 t. 
Calculer l'enfoncement h de l'ensemble. 

Reponse 



h = 5,12 m. 

dock P° sition 1 

flottant L = 150 m navire 



position 2 




h (enfoncement) 



Fig. 21 



Q Une plate-forme est utilisee pour la 
recherche petroliere. Elie se compose de 
deux flotteurs parallelepipediques (100 x 
12 x 10) lies a la plate-forme par quatre 
piliers cylindriques de diametre 8 m. Les 
flotteurs sont enfonces de 5 m sous la 
surface de l'eau. Determiner la masse 
totale de l'ensemble. 
eau de mer 




Fig. 22 



Un purgeur automatique est utilise 
pour evacuer l'air qui s'accumule aux 
points hauts des conduites d'eau sous 
pression. Le poids de la sphere est de 
20 N. La masse volumique de l'eau est 
de 1 000 kg.m -3 . © partir de quelle 
hauteur h y a-t-il evacuation de l'air 
emprisonne ? 

Reponse 



h = 168,5 mm. 




sphere 



V=nh2(R-h) 

3 purgeurs 



Fig. 23 




(pression F) 



canalisation 
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Q Un ballon spherique (diametre 8 m) 
est gonfle avec de l'helium a la pression 
de 1,3 bar. La masse volumique de l'he- 
lium, a la pression atmospherique 
(P atm = 1,013 bar), est de 0,163 kg.nr 3 
et celle de Fair de 1,19 kg.m -3 . La 
masse du ballon est de 50 kg. a) Si le 
produit pression multiplie par le volume 
est constant (PV = constante), determi- 
ner la masse d'helium contenue dans le 
ballon, b) En deduire la tension T du 
cable AB frxant le ballon au sol. 




Fig. 24 



□ Un parallelepipede (1 000 x 400 x 
ZOO) en bois (500 kg.m" 3 ) flotte dans un 
bassin rempli d'eau (100 kg.m -3 ), 
g = 10 m'.s~ 2 . a) Determiner la hauteur 
d'enfoncement h, b) Determiner les 
distances metacentriques si l'objet est 
incline de 30, 45 et 60". 

Reponse 

h = 100 mm ; GM„ = 104 ; 
3M 45 = 138,6 ;GM, = 216,7 mm. 




Fig. 25 



d Un cone ayant la forme d'un 
triangle equilateral de cote a et de 
masse volumique 950 kg.rrr 3 flotte 
dans de l'eau (1 000 kg.m -3 ) suivant les 
positions verticales indiquees en a) et en 
b) a) Determiner h 1 et h 2 . b) Les posi- 
tions d'equilibre indiquees sont-elles des 
positions stables ? 




Fig. 26 



33. Generalites - statique des fluides 



Q L' aquarium geant propose est utili- 
se dans les pares d' attraction. La partie 
vitree peut etre circulaires (d = 2m) ou 
rectangulaire (2 x 3 m). Determiner la 
resultante des forces de pression sur la 
partie vitree en contact avec l'eau dans 
les cas : a) forme rectangulaire 
2 m x 3 m ; b) forme circulaire, dia- 
metre 2 m. , 




U line canalisation CD est soudee sur 
un reservoir AB = 4 m et est de lon- 
gueur 6 m. Le reservoir contient de 
l'huile (900 kg.m- 3 ) et de l'eau (1 000 
kg .m~ 3 ) moitie pour moitie. Determiner 
la resultante des forces de pression exer- 
cees sur les deux fonds de diametre AB. 







0 0,5 m D ^ 






i 






1 C 






1 


2m; 


' 






i 






eau 


V 


B 


K 6m 







6 m 



0 4m 



Fig. 28 



O Le dispositif propose permet de 
maintenir constant le niveau d'eau d'un 
bassin. A partir d'un certain H, la porte 
s'ouvre automatiquement sous Taction 
des forces de pression. Apres evacua- 
tion d'une certaine quantite d'eau, la 
porte se referme sans intervention. La 
porte est de forme rectangulaire 
(0,6 x 1 m). a) a = 27 cm. © partir de 
quelle hauteur H la porte s'ouvre-t-elle ? 
b) On impose H = 100 cm ; quelle doit 
etre la valeur de a correspondante ? 

Reponse 

a = 1,3 m, a = 0,257 m 



deversoir aulomatique 
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O Les deux coffrages proposes 
retiennent la meme hauteur 
(h = 2 m) de beton liquide. La masse 
volumique p du beton liquide est de 

2 400 kg.rrf 3 . Determiner, pour les 
deux cas, la resultante des forces de 
pression sur le panneau AB (largeur 

3 m). Quelle est la valeur des actions 
exercees par les appuis en A et B ? 



cas 1 



cas 2 



panneau 




IS' 




{ 9i A W 


2mx3m 


[ ■ ® ' 1 
" ■ » 1 




1 3 \\ 

J S \\ 


beton J 
p=2 400 A 
kg.m" 3 Jjk 


li> » : » 1 

f* * » 


E 

1 CM 




1 .■■ 

U • 

r 70 / 



Fig. 30 



U Afin d'observer la faune marine, 
un hublot panoramique est monte 
sur la coque d'un navire a 2 m sous 
la ligne de flottaison. Le hublot, 
incline de 45°, peut etre circulaire 
(1,5 m) ou rectangulaire (2 x 3 m). 
La masse volumique de l'eau de mer 
est de 1 300 kg.m -3 . Determiner, 
dans les deux cas, la resultante des 
forces de pression exercees sur le 
hublot. 




Fig. 31 



Ul Un bac est realise a partir d'un 
fond carre (2 x 2 m) et de quatre 
cotes identiques ABCD (AB = 4; 
CD = 2) de forme trapezoidale sou- 
des ensemble. Determiner la resul- 
tante des forces de pression exer- 
cees sur chaque cote ABCD si le 
bac est entierement rempli de glyce- 
rine (1 260 kg.m" 3 ) 

Rcponse 



glycerine 




D I / C 



R = 32949 N ; U r 
Z, = 0,625 mm. 



0,88 mm ; 



Fig. 32 



poudres 
(p=1 030 kg.m- 3 ) 

reservoir 



U Le si 0 propose est utilise pour le 
stockage des poudres, graines, gra- 
nules... II se compose d'un reser- 
voir, d'une tremie et d'une trappe 
d' evacuation. La partie tremie, sorte 
d'entonnoir renverse dont la forme 
est celle d'une pyramide creuse 
tronquee, est realisee a partir de 
quatre panneaux DCEF identiques. 
Les poudres (masse volumique 
1 400 kg.m -3 ) affleurent le niveau 
haut (droite AB) du reservoir. 
Determiner la resultante des forces de pression sur chacune des faces DCEF et sur la 
frappe EF. 
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DYNAMIQUE 
DES FLUIDES 



0 BJ ECTI FS 

■ Definir les notions fondamentales sur les ecoulements, 1' equa- 
tion de continuite et le nombre de Reynolds. 

■ Donner des elements pour la determination des pertes de char- 
ge regulieres et singulieres. 

■ Decrire et developper la loi sur l'energie (ou equation de 
Bernoulli) ainsi que le theoreme de la quantite de mouvement 
(ou theoreme d'Euler). 



1 -Notionsfondamentales sur les ecoulements 

1. Definitions 

L'ecoulement d'un fluide peut etre permanent ou non permanent, uniforme ou non uni- 
forme, laminaire ou turbulent. 

ECOLllement permanent : un ecoulement est permanent si la vitesse des particules de 
fluide qui se succedent en un meme point, et quel que soit ce point, reste la meme 
(constante) au cours du temps. 

ECOLllement Uniforme : un ecoulement est uniforme si la vitesse des particules de flui- 
de est la meme en tout point de l'ecoulement (meme direction, meme intensite et meme 
sens en chaque point). 

F luide parfait OU ideal : un fluide parfait est un fluide dont la viscosite est supposee 
nulle (jl = 0 ou v = 0). II n'y a pas de contraintes de cisaillement dues au frottement 
interne entre molecules et au frottement contre les parois. II n'y a pas de rotation des 
particules de fluide autour de leur centre de masse (elles sont dites irrotationnelles). II ne 
supporte que des forces de pression et les ecoulements peuvent etre represented par des 
lignes de courant. / v 
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Lignes de courant : les lignes de courant sont des lignes imaginaires de l'ecoulement 
indiquant la direction du mouvement du fluide. Elles sont tangentes en chaque point aux 
vecteurs-vitesses des particules du fluide. 

Tube de courant : un tube de courant est un ensemble forme a partir d'un faisceau de 
lignes de courant (sorte de "canalisation"). II n'y a pas d'ecoulement de fluide laterale- 
ment ou trans versalement au tube. L'ecoulement s'effectue par les sections d' entree (S,) 
et de sortie (S,). 



tube de courant 

entree 




Fig. 2 

Lignes d'emission : a un instant donne, c'est la courbe geometrique decrite par les 
particules de fluide qui passent en un point choisi de l'ecoulement. 



Propriete : en ecoulement permanent, lignes de courant, trajectoires et JJgnes 

d'emission sont identiques ou confondues. * 



2. Equation de continuity 

En ecoulement permanent, la masse de fluide traversant l'ensemble des sections 
droites ou transversales d'un tube de courant par unite de temps reste ta meme. 
Autrement dit, le debit est constant : 

A Q entree du tube = A Q sortie du tube de courant 



446 



34. Dynamique des fluides 



Cas d'une canalisation : le debit a l'entree Qj est egal au debit a la sortie Q 2 . 
Debit en volume ou debit volumique : 



Qv — Qvi ~ • V l — Q V2 — S 2 • V 2 



Qv en m 3 .S _1 ; Sj et S 2 en m 2 ; V 1 et V 2 en m.S -1 . 
Debit en masse ou debit massique : 



Q m =Q ml =p 1 S 1 V 1 = Q m2 =p 2 S 2 V 2 




Q m en kg.s" 1 ; pj et p 2 en kg.rrr 3 ; Sj et S 2 en m" 2 ; V x et V 2 en m.S" 1 . 

Remarque : p est la masse volumique du fluide ; Sj et S 2 les sections d'entree et de 
sortie ; V 1 et V 2 les vitesses moyennes d'ecoulement a l'entree et a la sortie. 



Exemple : un reservoir plein est alimente par 
les canalisations (1) et (2) ; 
la vidange est assuree par la conduite (3). II y 
a continuite du debit entre les (3) canalisa- 
tions . 



Canalisation 


Diametr 


* P 


V 




(mm) 


(kg.nr 3 ) 


(m.s- 1 ) 


entree 1 


100 


700 


5 


entree 2 


80 


700 


V 2 ? 


sortie 3 


120 


700 


8 



/ 



reservoire plein 



r 



3> 



Fig. 4 



Determinons la vitesse d'entree V 2 et les debits. 



Qv = Q V1 + Q V2 = Qva = S 3 V 3 = 7ix y 22 x8= 0,09048 m^s" 1 
Q m = PQ V = PQ V 3 = 700 x 0,09048 = 63,3 kg.s" 1 

Qv = Qvi + Qvz = SxVx + S 2 V 2 = ^|^x 5 + nx0 f 8 \ V 2 = 0,09048 

j> -. w 0,09048- 0,03927 _ , n 9 m , 
dou ; V * = 0,00502 10,2ms 1 

Q V2 = 0,00502 x 10,2 = 0,0512 m 3 ^- 1 ; Q m2 = 700 x 0,051 = 35,8 kg.s" 1 

3. Ecoulement laminaire, ecoulement turbulent, 
nombredeReynoldsJ? e 

a) Ecoulement laminaire 

II se produit dans le cas de fluides suffisamment visqueux, avec une vitesse moyenne 
faible et dans une canalisation de faibles dimensions. Les trajectoires des particules de 
fluide restent paralleles a la paroi. La vitesse des particules qui se succedent en un point 
de l'ecoulement est immuable au cours du temps. 



Exemple : ecoulement des huiles des circuits hydrauliques industriels (verins, etc.). 
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b) Ecoulement turbulent 

Le plus frequent sur le plan industriel : la vitesse des particules de fluide qui se succedent 
en un point de 1' ecoulement, plus elevee que precedemment, varie au cours du temps. 
Cependant, la vitesse moyenne de ces particules est independante du temps. 




Fig. 5 



Ecoulement laminaire 

(R e < 2 000) 




parabole 



Vmoy 



Ecoulement turbulent 
(R e >3 000) 




" Knaxi " 



"moy 



Knaxi 



1 1 

avec^=s m« ^ 



m m 





Re 


40 00 


10000 


w 


10 B 


10' 


10 s 






0,790 


0,811 


0,849 


0,875 


0,893 


0,907 



'ig. 6 

c) Nombre de Reynolds R e 



Le nombre de Reynolds R e est un nombre sans dimension (pas d'unite) qui permet de 
faire la difference entre un ecoulement laminaire et un ecoulement turbulent. 

V = vitesse moyenne du fluide en m.s" 1 
d = diametre de la canalisation en m 

V = viscosite cinematique du fluide en m 2 .S"' 
R e = nombre de Reynolds, sans dimension 




f? e < 2000 =J ecoulement laminaire 
2 000 < R c < 3000 =) ecoulement incertain 
/? > 3000 ecoulement turbulent 



Remarques : pour les calculs, on peut prendre R e = 2 300 comme valeur limite 
(R e < 2. 300 : ecoulement laminaire ; si R > 2 300 : ecoulement turbulent). 



Dans le cas des canalisations non 


circulaires, prendre : 




d = 4A 


avec A 


: aire de la section d'ecoulement 




a C 


C 


: circonference de la section 



Exemple : determinons le nombre de Reynolds d'un ecoulement d'essence (viscosite 
dynamique fl = 2,9 x 10 -4 Pa.s, masse volumique 680 kg.rrr 3 ) circulant a la vitesse de 
10 cm.s" 1 dans une conduite de 5 mm de diametre. 
680 x 0,1 x 0,005 _ 



R, 



2,9x 10" 



1 172 (l'ecoulement est laminaire). 
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34. uynamique aes IlUWeS 



• Pertes de charge 

1. Pertes de charges regulieres 



canalisation horizontale 







_ a 








of 




of 











rugosite R 



fit + ... + ft; + ... * fl„ 



Fig. 7 

Les pertes de charge regulieres resultent du frottement exerce entre le fluide et la surfa- 
ce interieure de la canalisation. Elles sont proportionnelles a la longueur L de la condui- 
te et au carre de la vitesse moyenne V du fluide, inversement proportionnelle au dia- 
metre d et fonction de la rugosite moyenne R de la canalisation. 

a) Formule de Darcy-Weisbach 

(ecoulement laminaire ou turbulent dans une conduite de diametre d) 



Ap = Pi - Pi = P 2d (en Pa) 



Unites : p } et p 2 en Pa ; L et d en m ; V en m.S" 1 ; p en kg.rrf 3 ; / sans unite est obte- 
nu par l'abaque jointe (Moody-Mourine). 

b) Frottement / 

/ caracterise le frottement entre la conduite et le fluide. 

/ depend essentiellement du nombre de Reynolds R e et de la rugosite relative R/d. 



En regime laminaire : 



fi 



laminaire " 



64 

R, 



En regime turbulent : f est determine a partir de l'abaque de Moody-Mourine. 



Abatjue de ( Moody-Mourine rugosite relative _ff ( 

i ^. LjjniniEiJz^ Li I iittn: j_ _ i j -i-m 0,07 




0,0050 



103 5.10 3 10 4 5.10 4 10 5 _ — L5jo 5 10 6 5.io 6 10 7 5.10 7 10 8 nombre de Reynolds 

1-361402 1 



Fig. 8 
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Valeurs indicatives usuelles de la rugosite R 


Materiau 


R (en mm) 


Materiau 


R (en mm) 


beton 
fonte 

fonte goudronnee 
bois etuve 


0,3 a 3,0 
0,2 a 0,4 

0,12 
0,2 a 0,9 


tube acier 
avec 
soudure 


roule 

goudronne 
galvanise 


0,04 a 0,10 
0,01a 0,05 
0,008 


tube PVC 

-tube etire (cuivre, laiton, etc.) 
verre 


0,01 
0,0015 

0 lisse) 


tube acier 
sans 
soudure 


etire 

galvanise 


0,02 a 0,06 
0,07 a 0,10 



c) Exemple 

Determinons les pertes de charge dans une canalisation horizontale, en tube d' acier : 

d = 100 mm ; rugosite R = 0,1 mm ; L = 50 m ; fluide vehicule de l'eau a 50 °C ; 

p = 988 kg.m- 3 ; v = 0,5534x 10^ m 2 . s" 1 ; 

vitesse moyenne d'ecoulement V = 2 m. s _1 ; Pj = 2 bars. 



Nombre de Reynolds : R= ' * - 361402 ( ecoulement turbulent). 

0,5534xl0" b 

Rugosite relative : = = 0,001. ; (R e et ^ donne / = 0,02 (abaqueMoody) 
Chute de pression : Ap = 988 x °'°|*50x2 2 = 19760Pa ^Q,2bar d'ou ft = l,8bar. 
Energie perdue : W f 1/2 = -^q 0 = 20 J.kg _1 ( environ 10 % de pertes). 

Debit massique : Q m = 988 x 7ix ^' 1 x2 : = 15,51 kg. s' 1 . 
Puissanceperdue : P= Q m x W f = 310W. 

2. Pertes de charges singulieres 



Pi 




Fig. 9 

Les pertes de charges singulieres resultent de la presence de coudes, raccords, branche- 
ments, robinets, etc. Tous ces elements (singularites), installes le long des canalisations, 
constituent des obstacles qui freinent le passage du fluide et amenent des pertes de charge. 
Les pertes singulieres sont caracterisees a partir d'un coefficient de perte k et determi- 
nees par la relation : 

Ap = ft-ft = p^- (en Pa) 

Unites : pj et p 2 en Pa ; V en m.S" 1 ; p en kg.m -3 ; k coefficient de perte de charge 
(voir graphe et tableaux suivants). 



W sv2 = f = ^f (enJ-kg- 1 ) 
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J 



uynamique aes Iliuaes 



Elements 



d 

m m 



avec brides 



25 



50 



100 



200 



500 



filete 



12 



25 



50 



100 



bride 



:oudes 

a 45° 0ji 




0,21 



0,20 



0,19 



),16 



0,14 



0,39 



0,32 



0,30 



0,29 




filete 



;oudes 
a 90° 




0,50 



D,40 



0,30 



),25 



0,20 



2,0 



1,5 



0,95 



0,65 



[R grand) 



a.40 



D,30 



.20 



).15 



0,10 



0,70 



0,40 



0,24 




;oudes 

a 180° 



k 




0,41 



3,35 



0,30 



),25 



0,20 



k 

(R grand) 



(1.40 



0.30 



0.20 



).15 



0,10 




tes 



k 

•:as , 



<:as B 



(1,24 
1,0 



0,19 
0,80 



0,14 



0,64 



),10 



),58 



0,07 



0,41 



0,90 
2,4 



0,90 
1,8 



0,90 



0,90 



1,4 



1,1 




robinet soupape 
completement ouvert 



13 



8,5 



6,0 



5,8 



5,5 



14 



8,2 



5,7 



robinet vanne 
(completement ouvert) 



0,8 



0,35 



0,16 



),07 



0,03 



0,3 



0,25 



0,16 



0,11 



clapet antketour 
(completement ouvert) 



2,0 



2,0 



2,0 



5,0 
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robinet vanne et robinet soupape partiellement ouvert 
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robinet a papillon 
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Fig. 14 



diffuseur ou expansion conique 
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Exemple : reprenons la conduite de l'exemple du paragraphe 1 (c? = 100 ; R = 
0,1 mm ; eau a 50 °C, p = 988 kg.rrr 3 , v = 0,5534 m 2 .s~\ V = 2 m.s -1 ) avec des coudes 
brides et un robinet a soupape partiellement ouvert (h/d = 0,5). Determinons les pertes 
totales entre A et B, sachant que la conduite est horizontale. 



reservoir 


A | 


pression 






P, = 2 bars 





plan 

horizontal 




5 m 5 m p ? 




robinet 
a soupape 
{h/d =0,5) 



Fig. 16 

a) Pertes regulieres 

Au total, 50 m de canalisations, les pertes engendrees sont celles obtenues dans 
l'exemple du paragraphe 1. 
/ = 0,02 ; Ap R = 19.760 Pa. 

b) Pertes singulieres 

^total = ^(sortie reservoir) + 2 X k( CO uAe a 45") + 2 X /C( cou d e a 90") + ^(coude a 180°) + ^robinet 

fc total = 0,5 + 2x 0,19 + 2x 0,30+ 0,30 + 6,0 = 7,78 



Ap s = p^f- = 988 x 7 ' 78 0 x 2 2 = 15 373 Pa 



c) Pertes totales 
Ap = p A - p B = Ap R + Ap s = 19 760 + 15 373 = 35 133 Pa 
p B = p A - Ap = 200 000 - 35 133 = 164 866 = 1,65 bar 



III - Loi de Tenergie- Equation deBernoulli 

Elle resulte du theoreme de 1' energie cinetique (voir chapitre "energetique" - paragraphe 
VII 1) applique a l'ecoulement d'un fluide. 



Pour un tube de courant, le travail des forces de pression et des forces de pesanteur 
est egal a la variation de l'energie cinetique 

Energie a Energie ajoutee Energie Energie perdue (pertes Energie a 

la section + (pompe, etc.) " dgpensee " de charges regulieres = la section 

d' entree (turbine, etc.) et singulieres) de sortie 



1. C as 1: pertes de charges negligees, pas d'echange d'energi e 

Le tube de courant est energetique- 
ment isole et il y a conservation de 
l'energie entre sa section d'entree Sj 
et sa section de sortie S,. 



0 




courant 


(%) °1 = S 1 l/ 1 = 0 2=^ l '2 

Z ? 2 horizontale 









Fig. 17 



Energie a la section d'entree S : = Energie a la section de sortie S 2 
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Equation de Bernoulli pour 1 kg de fluide 

§ + gZ x + ^ = § + 3 Z 2 + ^ (en J-kg" 1 ) 

1 V 2 1 

■i m Vj 2 = e t ^ m V 2 = caracterise l'energie cinetique d'une masse m de flui- 
de egale a 1 kg (m = 1). 

mgZ 1 = gZ 1 e t mgZ 2 = gZ 2 caracterisent les energies potentielles. 
P P 

et -p 2 caracterisent l'energie engendree par la pression. 

Remarque : la somme des trois grandeurs precedentes caracterise le potentiel energe- 
tique du fluide a 1' entree ou a la sortie. L' equation peut encore s'ecrire : 

Variation d'energie Variation d'energie Variation d'energie _ „ 

due au changement + potentielle dg pesanteur dn6tique 
de pression 



Pour 1 kg de fluide : 


^+s(z 2 


-Z 1 ) + V 2 2 - V i 2 = 0 (enJ.kg- 1 ) 


Variante en hauteur du fluide : 


^2~^l A-{7 -> 


j/2 i/2 

£g 



2. Cas 2 : avec echanges d'energie et pertes de charge negligees 

Une machine placee dans le tube de courant et 
echangeant de l'energie avec le fluide modifie les 
caracteristiques de l'ecoulement. 
Si W l/2 est l'energie echangee entre la machine et 
le fluide, 1' equation de Bernoulli s'ecrit : Fi 9- W 

Pour 1 kg de fluide 

5+gZ, + ^- + W 1/2 = § +gZ 2 + ^|- t . n J kg' 1 ) 



Lorsque la machine est motrice (pompe, etc.), elle fournit de l'energie au fluide 
(W 1/2 > 0) qui s'ajoute a celle de la section d'entree S,. 

Si la machine est receptrice (turbine, moteur hydraulique, etc.), elle prend de l'energie 
au fluide (W 1/2 < 0) qui se retranche de celle en S,. 

3. Cas 3 : cas general avec echanges d'energie 
et pertes de charge 

Le frottement du fluide sur les parois des canalisations (pertes de charge regulieres), 
les obstacles au passage fluide comme les coudes, tes, retrecissement, etc. (pertes de 




(pompe turbine) 
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charge singulieres) se traduisent par des pertes d'energie du fluide. Ces pertes se retran- 
chent de l'energie dont dispose le fluide a l'entree Sj et Bernoulli s'ecrit : 



Pour 1 kg de fluide 



1 + 1 ¥~ ) = t + 5 z * + \ (en J - ks_1) 



kV 



X ^ 2$ = somme ^ es P ertes charge regulieres entre Sj et S 2 (voir paragraphe m) 
^ = somme des pertes de charge singulieres entre S x et S 2 (voir paragraphe 112). 



4. Equation de Bernoulli corrigee (canalisations) 

La vitesse du fluide qui entre ou sort d'une canalisation varie le long du rayon de la sec- 
tion transversale (figure 6 du paragraphe 13) et est maximale au milieu. La variation est 
d'autant plus grande que l'ecoulement devient laminaire. Le coefficient correctif a prend 
en compte ce phenomene et permet de corriger l'energie cinetique. 



^ +3 Z 1+ ^ + W 1/2 -pertes = ^ + gZ 2 + ^f- (en J.kg" 1 ) 



Ecoulement laminaire R < 2 300 



a=2 



Ecoulement turbulent (R, > 2 300) 

m 1/5 1/6 1/7 1/8 1/9 

a 1,106 1,077 1,058 1,046 1,037 



(l + m) (2 + m) 

En ecoulement turbulent : a= — ) '—^ 1 — (Voir m fiq. 6) 

4(l + 3m)(2 + 3m) S 



5. Exemples . 



a) Exemple 1 

Un reservoir permet d'alimenter en eau 
une installation industrielle. L'eau est trans- 
portee par une canalisation de diametre 
d — 100 mm 

Determiner la vitesse V 2 de sortie de l'eau 
si les pertes de charges sont negligees. 



reservoir 
d'eau 



5 m 
e' 



0100 mm 



vanne * 



100 m 



&1 |tf|=0 
c \h = P atm 



2m 



IFig. 19 



Resolution 

Appliquons le theoreme de Bernoulli a l'ensemble du fluide considere comme tube de 
courant. S 1 est la surface du reservoir (P 1 = P atm ; Vj = 0 ; Zj = h) et S 2 est la section de 
sortie de la canalisation (P 2 = P atm ; V 2 inconnue ; z 2 = 0). 



2 



^2+gh + 0 = ^+(gx0) + ^- donne 



V 2 = j2g~h 



Application numerique : V 2 = sf2~X 9,81 x 10 = 14m.s \ 

En pratique, les pertes de charge dans la canalisation diminuent la vitesse V 2 . 
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b) Exemple 2 

Le fioul contenu dans Ie reservoir source 
(1) est transfere vers un reservoir (2) par 
1' intermediate d'une pompe et d'une cana- 
lisation. Le debit est de 200 L.S _1 J les 
pertes de charge sont estimees al 30 J. kg" 1 
entre A et 0 et a 100 J.kgi entre C et DJ 
La densite du fioul est de 0,85J Determiner 
la puissance de lai pompe si son rendement 
est de 0,8J 



reser voir 2, L 



S, Vy 



reservoir 
.source 1 



"fioul--M 



debit 
_ 200L.S"' 



Pi 

Z 2 



horizontale cote 0 



Fig. 20 



Resolution 

Appliquons Bernoulli entre les surfaces S t et des deux reservoirs. Pj = = 
= pression atmospherique g VJ = V^ = 0 (les niveaux des reservoirs varient tres lentement). 

$ + g Z\ + ^ + (V, /2 - pertes = | + g Z 2 + ■ 

^ + 15 g + 0 + W u2 - (30 + 1 00) = ^ + 55 g 

= (30 + 100) + 9,81] (55 - 15) = 522,41 J.kgi 

La pompe doit delivrer 522, 4| joules pour transferer chaque kg de fluide. 
Debit massique : Q m = p| QJ = 850 x 0,2 = 170 kg.S _1 J 
Puissance delivree par la pompe : W 1/2 | x Q m = 522,4 xJ 170 = 88 808 W. 

Puissance de la pompe : 88 8081 88808 J m Q 10 Wl ^ 111 kW. 

rendement] 0,8 I 

c) Exemple 3 




Fig. 21 

Un barrage est equipe d'une turbine Pelton 
dont les aubes sont entrainees par un jet 
d'eau sous pression. Le diametre de la 
conduite de sortid est de 2,51 m et le debit de 
25 nrAs- 1 ] 

Determiner "la puissance disponible sur 
l'arbre de la turbine si son rendement est de 
0,7| et si les pertes de charge sont evaluees 
a 5 m d'eau. 




fig. 22 



Resolution 

Appliquons Bernoulli entre la surface du lac artificiel (S,) et la section transversale (S 2 )| 
situee juste a lal sortie de la canalisation d'evacuation. 

PJ = P 2 = pression atmospherique j VJ = 0 (le niveau du lac baisse tres lentement) ; 
ZJ = 30 m ; = 5 m ; p = 1000 kg.m" 3 J 



Vo = — = 

S 2 nxl.25 



25— * = 5,093 m.si 



2s 



^ + 30| +0- 1 ^-5 = §^ + 5 + ,5 ' <;i93 



PS 



1 = 9, 



10) 



_ 5.093 



2g 



Debit massique : QJ = 
Puissance sur l'arbre : 



= 1 000 x 25 = 25 000 

x Q J x rendement = 




x 25 000 x 0,7| 3,2] 



masse entrant par 
Am=0 m .A/l 



IV - Theoreme de la quantite de mouve 
(theoreme d'Eulerl 

II resulte de 1' application du theoreme de la 
quantite de mouvement (chapitre "quantite de 
mouvement" - paragraphe 12) a l'ecoulement 
d'un fluide. 

Complementaire de la loi sur l'energie 
(Bernoulli), le theoreme permet de determi- 
ner les efforts exerces par les fluides en mou- 
vement sur les objets qui les environnent. 
Dans le cas d'un fluide, tout se passe comme 
si la masse Ami de fluide entrant par SJ etait 
instantanement transportee et passait par SJ 
pendant l'intervalle de temps At. II en resulte 
que la variation de la quantite de mouvement 
entre SJ et SJ est egale a QJ (V 2 — V,)) avec 
QJ le debit massique. 




fluide 
en mouvement. 



instant f 




masse sortant par $ 
Am= Q m . At 



instant f+ At 
: — 



Fig. 23 



Enonce : la resultante (ZF) des actions mecaniques exterieures exercees sur le flui- 
de isole (fluide contenu dans l'enveloppe limite par S l et S 2 ]| est egale a la variation 
de la quantite de mouvement du fluide qui entre en SJ et sort par S,. 



mo 



P,S, + P,S, + R = Q (V 



mg 
P^S, 

P 2 S 2 

R 



poids du fluide isole 
resultante des forces de pression 
sur la section SJ 

resultante des forces de pression 
sur la section SJ 

resultante des actions exercees par 
l'enveloppe ou la canalisation sur le 
fluide 




Fig.| 24 
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Remarque : la relation est une relation vectorielle donnant des equations de projection 
sur des axes judicieusement choisis. 

Ecrivons l'equation du moment cinetique en A relative au theoreme precedent : 



M A (mg) + M^SJ + M A (P 2 S 2 ) + M A (R) = - M A (Q m V 2 ) + M A (Q m VJ 
M A (^) - P.S.d, + P 2 S 2 d 2 + M A (R) = + Q m V 2 d 2 - Q m V 1 d 1 

Exemple : determinons la resultante des actions exercees par un ecoulement de petro- 
le sur un coude horizontal a 90". P x = 2 bars, les pertes de charges sont egales a 1,2 m 
de petrole (872 kg.rrr 3 ). Le debit est de 0,86 m 3 .s"\ le diametre du coude de 0,5 m et 
le poids du fluide sera neglige. 



coude a 90° 
horizontal 




fluide 
du coude isole 



P,(2 bars) 















' / 

/ 
y 


0 




K 



Fig. 25 



_ w _Qv_ 086x4 _ d oo 
& k x 0,5 



m.s 



S = Sj = S 2 = ^^-= 0,19635m 2 

Q m = p Ov = 872 x °> 86 = 750 kg-s -1 

P 2 = P 1 - pertes = 200 000 - pg h = 200 000 - 872 x 9,81 x 1,2 = 189 735 Pa 

Theoreme d'Euler applique au fluide du coude isole (R est la resultante des actions exer- 
cees par le coude sur le fluide) : 



R + P 1 S 1 + P 2 S 2 = Q m (V 2 -V 1 ) 



Projection sur x 

-R^P.S^-QJ/, 

R x = Pj S 1 + Q m V 1 = 200 000 x 0,19635 + 750 x 4,38 = 42 555 N 
Projection sur y 

R v -P 2 S 2 =Q m V 2 

R v = P 2 S 2 + Q m V 2 = 189 735 x 0,19635 + 750 x 4,38 = 40 539 N 
R = \/R x 2 + R v 2 = 58 773 N 

0 = arctan|^J = 43,61° 
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EXERCICES A RESOUDRE 



U ^terminer la vitesse moyenne de 
l'eau circulant dans une canalisation de 
260 mm de diametre avec un debit de 
6 000 m 3 par jour. 



Reponse 



1,3 m.s" 1 . 



Q Determiner la taille d'un tuyau 
devant transporter 150 m 3 par minute 
a la vitesse moyenne de 5 m.s -1 . 



D Si le debit dans la tuyauterie est de 
252 litres par seconde, determiner les 
vitesses moyennes d'ecoulement en A 
etB. 



V A = 2 m.s" 1 ; V B = 8 m.s- 1 . 



R eponse 



Fig. 26 



0 400 




0 200 










1 











o Deux canalisations A (0 140 mm) 
et B (0 80 mm) (alimentent un reser- 
voir parallelepipedique (2 x 3 x 5 m). 
La vitesse du fluide en A est de 
0,62 m.s" 1 , celle en B de 0,5 m.s" 1 . 
a) Determiner la vitesse de montee V h 
de l'eau dans le reservoir, b) Quel est le 
temps de remplissage depuis h = 0 ? 

Reponse 



V h = 0,002 m.s" 1 ; t = 2 488 secondes. 



2mx3m 



Fig. 27 



LI La vitesse en un point A d'un ecou- 
lement laminaire est donnee par la rela- 
tion : 

V A = 5^1-^)m.s- 1 . 

Determiner la vitesse moyenne de 
l'ecoulement et les debits volumiques et 
massiques si p = 850 kg.nv 3 . 




Fig. 28 



□ Reprend re l'exercice 5 avec un 
ecoulement turbulent defini par : 



D Une canalisation horizontale subit 
un retrecissement. L'eau (1 000 kg.rrr 3 ) 
arrive en S 1 a la vitesse V l = I m.s -1 et 
a la pression de 1 bar. 
Si en S 2 le diametre est divise par deux, 
determiner P 2 et V 2 . 

Reponse 



V 2 = 4 rn.iT 1 ; P 2 = 0,925 bar. 



P,= 1 bar 




Fig. 29 
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La vidange d'un reservoir d'essence est 
par siphonnage a l'aide d'un tuyau 
souple. Compte tenu des dimensions de la 
figure, calculer la vitesse et le debit d'essen- 
ce au bas du tuyau. Les pertes de charge 
sont negligees. 



v=3,7|« 



; Q v = 72,7 on 3 , r 1 J 



Fig. 3a 



tuyau souple 




' El Un tube de pitot permet de mesurer led 
vitesse en un point d'un ecoulementl (liquide 
ou gaz) dont Ie debit est peu fluctuant. 
L'alignement doit etre correct pour obtenir 
des resultats precis. 

PJ et VJ sont les caracteristiques a 1' entree 
S l du tube. PJ et VJ sont les caracteristiques 
de l'ecoulement a mesurer (V 0 = vitesse 
dans l'axe du tube). 

Iltablir laj relation entre VJ et la difference 
de pression (PJ — PJ. 




ooaMsatkm 



\ orifice d entr6e 
/ fluide masse volumique p 

Fig. 31 



manometre 



-10% 0 
Fig. 32 







10° 





aison 

du tube par rapport 
l'ecoulement) 



20° 



Q Le jet d'eau d'une fontaine publique est 
obtenu grace a une pompe immergee. Le 
debit d'eau est de 20 L.s"1 et la hauteur du 
jet de 10 m. 

a) Determiner lal vitesse du jet a sa sortie en C. 

b) Quelle ! doit etre la puissance de la pompe 
si son rendement est de 0,85| ? 

KJ=i4 m.s1|2 308lw. 




Fig. 33 



03 Une torpille se deplace a 25 m.S" 1 ] 8 m 
sous la surface de l'ocean (1 025 kg.rrf 3 ). 
En A, l'eau et la torpille sont a la meme: 
vitesse. En C, point lateral, la pression est 
de 0,7] bar - 

Determiner l a pression d' arret PJ et la vitesH , 
se relative en C entre l'eau et la torpille. 



\B 



25 m.s" 







Fig, 34 



N \horizontale 



m De l'essence a 20 °0 (680 kg.m 3 )| est pompee au moyen d'une canalisation de 
150 mm de diametre et de 8 km de longueur. Le debit est de 180 m^rf 1 .! La pompe 
agit a Fentree et fournit une pression de 30 bars. La sortie est a la pression atmo- 
spherique (P al J = 1,013 bar) 180 m plus haut. 

Determiner les pertes regulieres dans la conduite et le frottement / entre fluide et 
canalisation. 

Reponse 

jfcj = 255 m | /I = 0,012. 
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Eu Une petite installation de pompage est 
utilisee pour alimenter le reservoir d'une 
habitation. L' installation se compose d'une 
pompe (rendement 0,9), de 60 m de tuyaux 
en PVC de 40 mm de diametre, de deux 
coudes a 45" et de deux coudes a 90". 
Si le debit est de 3 L.s -1 . determiner la puis- 
sance de la pompe. 

a) En negligeant les pertes de charge. 

b) En tenant compte des pertes. 




Fig. 35 



La canalisation proposee transporte du 
petrole. Elle se compose d'une conduite de 
diametre d 1 = 30 cm, R 1 = 0,005 cm pour 
la rugosite, longueur 150 m et d'une 
conduite de diametre d 2 = 15 cm, rugosite 
R 2 = 0,004 cm, longueur 90 m. Le debit 
est de 0,06 m 3 .s _1 . Calculer la difference de 
pression P 1 - P 2 en tenant compte des 
pertes de charge, p = 870 kg.rrr 3 ; 
H= 1,375. lO" 3 NS.rtr 2 




Fig 36 



Reponse 



. = 53 920 Pa ; Ap s „ 



s = 12 710 Pa ; P,- P 2 = 58 500 Pa. 



L' installation proposee fait partie d'un 
pare d' attractions. La pompe aspire l'eau 
depuis une piscine et la refoule en D, haut 
d'un toboggan, a la vitesse de 3,5 m.ST 1 , 
Les pertes de charge sont evaluees a 
30 J.kg -1 entre A et B, a 25 J.kg- 1 entre C 
et D. Calculer la puissance de la pompe 
necessaire a l'installation si son rendement 
est egal a 0,9. 




U Le sch'ema propose represente l'im- 
plantation hydraulique d'un verin simple 
effet vertical (force developpee = 3 000 
daN, vitesse de sortie de la tige = 1 cm.S" 1 ). 

a) Determiner l a vitesse V E du fluide en E, 
dans la canalisation a l'entree du verin, et la 
pression p r .correspondante. 

b) Les pertes de charge etant negligees, 
quelle doit etre la puissance de la pompe si 
son rendement est egal a 0,9 ? 

c) Cas oii p D - p E = 2 bars = (pertes di 
tributeur). 

Reponse 

p £ = 17 bars ; V E = 3,5 m.s" 1 ; 340 W ; 380 W. 



(0 canalisation = 8 mm 
Phuiie = 870 kg.rtr 3 
distributeur 



F 

3 000^ 
daN 




Fig. 38 



resfirvnir 



461 MM 



MECAMQUE DE5 FLUID Eo 



LJ Deux canalisations de diametres diffe- 
rents (500 mm et 250 mm) sont reliees 
par un convergent. Le fluide vehicule est 
du petrole (890 kg.rrr 3 ), debit 1 m 3 .S _1 . 
Determiner Taction exercee par le fluide 
sur le cone si la pression d' entree (en S,) 

est de 3 bars et si les pertes de charge sont 
negligees, (x, y) est un plan horizontal. 

Reponse 

R x =-39000N ;/?„ = ();/?,= rag. 



o 
o 




Fig. 39 



Q Reprendre. Texercice 17 avec de l'eau 
(1 000 kg.rrr 3 ) ; un coude convergent 
horizontal a 180" ; p x = 5 bars et p 2 = 3 
bars ; des diametres de 600 mm et 
300 mm. 

Determiner Taction du fluide sur le coude. 




Fig. 40 



OS Un raccord bride horizontal compose 
de deux coudes a 45" relie deux canalisa- 
tions de diametre d = 400 mm distantes 
de h - 1 m. 

Le debit d'eau est Q v = 1 m 3 .S _1 ; 
Pj = 5 bars, p 2 = 4,8 bars, 
p= 1000 kg.rrr 1 , 

Determiner la resultante des actions exer- 



cees par le fluide sur les raccords brides 
(S, et S,) ainsi que le couple C supports. 




Fig. 41 



Un tourniquet d'arrosage pour pelou- 
se a deux bras AB et AC tourne a la Vites- 
se constante ($ dans un plan horizontal 
(x, y), autour de Taxe (A, z). Le mouve- 
ment d'entrainement est fourni par un 
debit d'eau Q arrivant en S x et sortant en 
S 2 (B) et S', (C) a la vitesse absolue V 2 
(aire de sortie S = S 2 = S',). 

a) Determiner la vitesse absolue V 2 en fonction de Q et (O- 

b) Etablir la relation liant le couple resistant M A avec CO et les conditions d'ecoulement. 
R&ponse 




(plan horizontal) 



Fig. 42 



v 2 



2S" 



(OR- 
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CENTRE DE GRAVITE 
CENTRE DE MASSE 
BARYCENTRE 



Objectifs 

■ Definir les notions de centre de gravite, centre de masse et de 
barycentre. 

■ Traiter le cas des solides composes. 

■ Donner un formulaire general. 



I- Centredegravite oucentredemasse 



1. Definitions 



Centre de masse : il est lie a la notion de masse m et represente le point central "Je 
l'ensemble de toutes les masses constituant un objet ou un systeme materiel et est 
confondu avec le centre de gravite G. 

Centre de gravite : il est le point d' application du poids ou du vecteur-poids P d'un 
objet. Cette propriete est verifiee quelle que soit la position du systeme dans l'espace. 

Exemple 




Fig. 1 

Remarque : centre de gravite et centre de masse font intervenir la masse volumique p 
du materiau. 




masse du solide en kg 
masse volumique en kg.rrr 3 
volume du solide en m 3 
poids du solide en N 
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2. Determination de la posiion du centre de gravite G 



Point materiel masse Am ou dm 





Fig. 2 

M est un point materiel de masse Am ou dm appartenant au solide (ou systeme mate- 
riel) de masse m . L'ensemble du solide est constitue de n points materiels Mj, M 2 , . . . , 
M n de masse Am,, Am,, . . . , Am,, tels que : 



Am, + Am, + . . . + Am n = X Am = J dm = m 



La position OG du centre de gravite est definie par la relation : 



OG = Am, OMj + Am, 0M 2 + . . . + Am, OM n = 1 OM Am = f OM dm 



En remarquant que OM = x i +y j + z k et OG = X G i + y, j + z c k, en projetant la rela- 
tion precedente sur les axes x, y, z, on obtient : 



X G 



Ampq + AnyCg + . . . + Am„x n _ £ x Am 



xdm 



Vc = 



Zg = 



Am : + Am 2 + . 


. + Am„ - 


jn 


m 


Am^ + A1TJ2V2 + • 


■ ■ + Am n y n 


X yAm 


(* ydm 


Am x + Am 2 + .. 


.+Am n 


= m _ 


m 


Am-pi + Am& 2 + • 


•• +Am n z n 


_ Z zAm _ . 


zdm 


Arrij + Am 2 + . . 


. + Am„ - 


_m 


m 



3.Proprictcs 



Si un solide possede un plan, un axe ou un centre de symetrie, son centre de gravite est 
situe respectivement dans le plan de symetrie, sur l'axe de symetrie ou au centre de 
symetrie. 



II - Barycentre 

Le barycentre represente le centre geometrique d'un objet (volume, surface, ligne) et ne 
fait pas intervenir la notion de masse volumique ; il ne tient compte que de la geome- 
tric Si la masse volumique d'un objet est la meme en tout point, autrement dit si l'objet 
est homogene, le barycentre est confondu avec le centre de gravite. Si le materiau n'est 
pas homogene, barycentre et centre de gravite sont deux points differents. 



Annexe i ■ venire ae gravite, centre ue masse ei uaiyienue 



III • Centre de gravite (ou barycentre) 
des solides composes 

Les solides peuvent etre decomposes en 
elements de forme geometrique simple 
dont les centres de gravite sont connus. 
Dans le cas de la figure 3 : 



m 



m 1 + m 2 + m 3 



m. x G = m l x G1 + m 2 x G2 + m 3 x G3 




Fig. 3 



uu ~ rrij + m 2 + ... +m n " T " 



m 



Les equations de projection sont analogues a celles du paragraphe 1-2. 




avec OG, = x Gi . i + y Gj . ; + z Gi . k. 



Remarque : le centre de gravite d'un solide compose de deux autres solides de centres 
de gravite Gj et G 2 est situe sur la droite 0^2- 

Exemple 

Deterrninons le cente de gravite d'un solide compose d'un cylindre en aluminium (0 40 ; epais- 
seur 12 mm ; 2 700 kg.rrf 3 ) colle a une tige en cuivre (0 10 ; longueur 100 mm ; 9 000 kg.m -3 ). 



aluminium ^ 






; \ 




> 


| cuivre 










0 40 X 




i 






100 mm 




epaisseur12mm 







Fig. 4 

mi = Pl V, = 2,7 x (1,2 x 7i x 2 2 ) = 40,72 g (avec Pl = 2,7 g.crrr 3 ) 

m 2 = p 2 V 2 = 9 x (10 x 7C x 0,5 2 ) = 70,69 g (avec p 2 = 9 g.crrr 3 ) 

x _ rrhXpi + ™&G2 = 40,72x 0 + 70 69 x 70 , , mrTi 
x c m^Fm 2 40,72 + 70,69 44 ? mm 

x est axe de symetrie, G est situe sur cet axe et y, = 0. 

Remarque : dans le cas oil les deux cylindres sont du meme materiau, p 2 = p 2 et 



X r = 



_ V l *G1 + V 2 X G2 _ 



(i,2xtcx2 2 )x0 + (i0xtcx0,5 2 )x70 



v 1+ v 2 



15,08+7,85 



24 mm 
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MOMENTS 
QUADRATIQUES 



Objectifs 

■ Definir les notions de moments quadratiques par rapport it un 
axe et par rapport a un point et de rayon de gyration. 

■ Indiquer le cas des surfaces composees et les formules liees aux 
changements d'axes. 

■ Donner un formulaire general et les tableaux de dimensions des 
poutres usuelles (1, U). 



I • M oment quadratique d'une surface 
par rapport a un axe 



l.Definitions 



Les moments quadratiques de l'element de 
surface AS par rapport aux axes x et y 
sont 



A/ x = y 2 


AS 


AI V = x 2 


AS 








Les moments quadratiques ou d'inertie de Fig. 1 
la surface S complete sont : 

unites : mm 4 , cm 4 , 



/* = Ey 2 AS=[y 2 dS 

(s) J 

7, = £x 2 AS = fx 2 dS 



2. Rayon degyration 



II est defini comme la racine carree du moment d'inertie divisee par l'aire S de la 
surface. 
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II ■ Moment quadratique d'une surface 
par rapport a un point 

Le moment quadratique de 1' element de 
surface AS par rapport au point A, encore 
appele moment polaire (pole A) est : 



AJ A = r 2 . AS 




Le moment quadratique de la surface com- FI S- 2 
pldte est egal a : 



/, = Xr 2 .AS= IV.dS 

(SI J 



unites : mm*, cm 4 , . 



Remarque : d'apres le theoreme de Pythagore, r 2 = x 2 + y 2 (AS est tres petit) ; il en 
resulte que : 



/ A =/ x + I v 



Le moment d'inertie par rapport au pole A est egal a la somme des moments d'inertie 
par rapport aux axes x et y. 



Ill - Moment quadratique 
des surfaces composees 



Le moment quadratique d'une surface S, composee de plusieurs surfaces S v S 2 , . . ., S„ 
est egal a la somme arithmetique des moments quadratiques des n surfaces. 




Fig. 3 



Annexe ~i » Moments quadratiques 

IV • Formule de changement d'axe, 
formuledeHuygens 

X G et y, passent par le centre de gravite G ou barycentre de la surface, x est parallele a 
X G et y a y, ; dx et dy sont les distances entre les axes et S l'aire de la surface. 

Remarque : d 2 = d x 2 + d y 

4 = Jx G + S d x 2 
I v = Jy G + S df 
J A = / G+ Sd 2 
4v = / x G y G +Sd x d v 

Fig. 4 

V • Produits d'inertie 

L Definitions 

Le produit d'inertie de 1' element de 
surface AS par rapport aux axes x 
et y est defini par : 

A/xy = xyAS 

Pour la surface S complete : 
Jxy = X xyAS = xydS 

(Si J 
unites : mm 4 , cm 4 , m 4 



Remarque : un produit d'inertie peut etre positif ou negatif. II est nul lorsque l'un des 
axes est axe de symetrie. 





2. Formules derotationd'axe 

Axes principaux d'inertie : ce sont les axes passant par le barycentre de la surface 
et pour lesquels les moments quadratiques sont maximum et minimum (/ x maxi avec J y mini 
ou inversement). Si 6 est Tangle reperant la position des axes principaux ; cas general : 

Jx - = ^±iy + |^iy COS 2e} + / xy sin20 

/y'=^-(^cos2e)-/xysin2e 
Ixy = sin 2flj + /xy cos 26 

La technique du cercle de Mohr est utilisable. Fig. 6 
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FORMULAIRE Moments quadratiques 



S= bh 
i _ bh 3 
h= IT 
i - ht> 3 
12 




7t/? 4 Tttf" 

'/-'< = 4 = 64 

5 7l/? 4 5 7t d" 



64 



/s 



7C R 



32 



= /y + /, 



D=2R y >< 
d=2r 



S= 0H- W) 
, HB 3 -hb 3 



>- 12 - 
BH 3 -bh 3 



12 




S= n[R 2 -r 2 ) 
,,= ,,= |(ft 4 -r«) 



,, - . «l 

2 

|-(D 4 -</ 4 )=/y + /, 




Jr = 



3 

Mi 

3 



b 3 h 3 



&[b 2 + h 2 ) 



i A= M [h , + tJ 2 ]=ly+li 




cas oil e est faible 

formules approchees 

S = 2 k r m e = n e d m 
l r = l z = % e r m 3 = |- e rf„ 

/ s = 2 7i e : m 3 = x e rf m 3 








z~l 




1 '/ = 


u 


CO 


' 






/.- 



1/2 cercle 

c.2L«i 
2 

8 

3,109 

Ttfll 

8 




_h(2a+ b) 
ya= 3 (a + 6) 

4- ft 3 (a 2 + 4a&+ 6 2 ) 



4R/3jc 



1/4 de cercle 



36 (a + b) 
ft 3 (3a + 6) 
12 




S = 



71 ft" 



/y- lz- 16 

/„= 0,05488 fl 4 















a 







ellipse 
S= nab 



cos a - a/77 



/,= 



7t f) a 



3 




cercle + trou de percage 



b = -Jr 2 - a 2 ; <x en radian 
3 ab 2 ab' c 



? 2+ /? 4 
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Annexe Z ■ Moments quaclratiques 



Moments 
quadratiques 
des profiles 
usuels 







Dimensions 




Section 
masse 


Moments 


quadratiques 




prof 


p. 

E. 


E 

E. 
■o 


E 
E 

<v 


E. 


CvP 

cz 

o 

to 


E 




1 


E 

o 


m 

E 
o 


E 
c: 

li" 


40 


40 


20 


5,0 


5,5 


3,66 


2,87 


7.6 


3,81 


1,12 0,84 


13,33 


60 


60 


30 


6,0 


6,0 


6,46 


5,07 


31 ,6 


10,6 


4,5 


2,16 


20,87 


80 


80 


45 


6,0 


8,0 


11.0 


8,64 


106 


26,5 


19,4 


6,36 


30,5 


100 


100 


50 


6,0 


8,5 


13,5 


10,6 


206 


41,2 


29,3 


8,49 


34,51 


120 


120 


55 


7,0 


9,0 


17,0 


13,4 


364 


60,7 


43,2 


11,1 


38,91 


140 


140 


60 


7,0 


10,0 


20,4 


16,0 


605 


86,4 


62,7 


14,8 


42,36 


160 


160 


65 


7,5 


10,5 


24,0 


18,8 


925 


116,0 


85,3 


18,3 


46,61 


180 


180 


70 


8,0 


11,0 


26,0 


22,0 


1 350 


150,0 


114,0 


22,4 


50,89 


200 


200 


75 


8 5 


11,5 


32 2 


25 3 


1 910 


191 ,0 


148,0 


27,0 


54,81 


220 


220 


80 


9,0 


12,5 


37,4 


29,4 


2 690 


245,0 


197,0 


33,6 


68,63 


240 


240 


85 


9 5 


13,0 


42 3 


33 2 


3 600 


300,0 


248,0 


39,6 


62,62 


260 


260 


an 

yu 


10 0 


14,0 


48 3 


37 9 


4 820 


371 0 


317,0 


47,7 


66,45 


280 


280 


95 


100 


15,0 


53 3 


41 8 


6 276 


450 0 


390,0 


57,2 


68,18 


300 


300 


100 


10,0 


16,0 


58,8 


46,2 


8 030 


535,0 


495,0 


67,8 


73,01 


80 

100 


80 
100 


45 
50 


5,0 
5,5 


8,0 
8,5 


10,7 
13,4 


8,38 

10,5 


107 
209 


26,8 

41 ,9 


21,3 

32,8 


7,38 
9,95 


28 86 
32^96 


130 


130 


55 


6,0 


9,5 


17,5 


13,7 


459 


70,7 


51,3 


13,8 


37,17 


150 


150 


65 


7.0 


10,25 


22,9 


17,98 


797 


106,0 


93,3 


21,0 


44,42 


175 


175 


70 


7,5 


10,75 


27,0 


21,2 


1 272 


145,0 


126,4 


25,9 


48,80 




200 


75 


8,0 


11,5 


32,0 


25,1 


1 946 


195,0 


169,7 


32,1 


52,86 


220 


220 


80 


8,0 


12,5 


36,3 


28,5 


2 710 


247,0 


222,3 


39,8 


55,85 


250 


250 


85 


9,0 


13,5 


43,8 


34,4 


4136 


331,0 


296,7 


49,1 


60,42 


270 


270 


95 


9,0 


14,5 


50,1 


39,4 


5 675 


420,0 


436,3 


65,4 


66,71 


300 


300 


100 


9,5 


16,0 


58,6 


46,0 


8 170 


545,0 


562,1 


79,8 


70,43 








E 


m~ 

E 

o 
(s, 




E 


CD 

E 

^ 


80 


80 


46 


3,8 


5,2 


7,64 


6,0 


80,1 


20,0 




8,49 


3,69 


100 
120 


100 
120 


65 
64 


4,1 
4,4 


5,7 
6,3 


10,3 
13,2 


8,1 
10,4 


171 

318 


34,2 
53,0 




15,9 
27,7 


5 79 
8,65 


140 


140 


73 


4. 7 


6,8 


16,4 


12,9 


541 


77,3 




44,9 


12,3 


160 


160 


82 


5. 0 


7. 4 


20,1 


15,8 


869 


109 




68,3 


16,7 


180 


180 


91 


5. 3 


8, 0 


23,9 


18,8 


1 317 


146 




101,0 


22,2 


200 


200 


100 


5,6 


8,5 


28,5 


22,4 


1 943 


194 




142,0 


28,5 


220 


220 


110 


5,9 


9,2 


33,4 


26,2 


2 772 


252 




205,0 


37,5 


240 


240 


120 


6,2 


9. 8 


39,1 


30,7 


3 892 


324 




284,0 


47,3 


270 


270 


135 


6,6 


10,2 


45,9 


36,1 


5 790 


429 




420,0 


62,2 


300 


300 


150 


7,1 


10,7 


53,8 


42,2 


8 356 


557 




604,0 


80,5 


330 


330 


160 


7,5 


11,5 


62,6 


19,1 


1 1770 


713 




788,0 


98,5 


360 


360 


170 


8,0 


12,7 


72,7 


57,1 


16 270 


904 


1 043,0 


123,0 


400 


400 


180 


8,6 


13,5 


84,5 


66,3 


23130 


1160 


1 318,0 


146,0 


450 


450 


190 


9,4 


14,6 


98,8 


77,6 


33 740 


1500 


1 676,0 


176,0 


500 


500 


200 


10,2 


16,0 


116,0 


90,7 


48 200 


1930 


2 142,0 


214,0 


550 


550 


210 


11.1 


17,2 


134,0 


106,0 


67120 


2440 


2 667,0 


254,0 


600 


600 


220 


12,0 


19,0 


156,0 


122,0 


92 080 


3070 


3 387,0 


308,0 


140 


142 


72 


5,3 


7,8 


183 


144 


611 


86 




48.7 


13.5 


160 


162 


81 


5,6 


8,5 


22,6 


17,7 


988 


122 




75,6 


18,7 


180 


183 


89 


6,4 


9,5 


28,0 


22,0 


1 554 


170 




112. 


25,2 


200 


204 


98 


6,6 


10,5 


33,9 


26,6 


2 363 


232 




166, 


33,8 


220 


225 


108 


6,7 


11,8 


40,2 


231,6 


3 474 


309 




249. 


46,0 


240 


245 


118 


7,5 


12,3 


47,5 


37,3 


4 823 


394 




339. 


57,4 


270 


276 


133 


7,7 


13,1 


55,9 


43,9 


7 312 


530 




516 


77,6 


300 


306 


147 


8,5 


13,7 


65,9 


51,7 


10 499 


686 




728. 


99,1 


330 


336 


158 


9,2 


14,5 


76,8 


60,3 


14 688 


874 




958. 


121,0 


360 


366 


168 


9,9 


16,0 


89,6 


70,3 


20 288 


1 109 




1270 


151,0 


400 


407 


178 


10,6 


17,0 


104,0 


81,5 


28 862 


1 418 




1606. 


180,0 


450 


458 


188 


11,3 


18,6 


121,0 


95,2 


42 395 


1851 


2069, 


220,0 


500 


508 


198 


12,6 


20,0 


142,0 


111,0 


59 932 


2 360 


2600 


263,0 


550 


560 


210 


14,0 


22,2 


170,0 


137,7 


86 579 


3 092 


3447 


328,0 


600 


608 


218 


14,0 


23,0 


185,0 


144,4 


110 307 


3 628 




3992. 


366,0 



U P N 



_Vy=tl/2 i 



-Q|c\i 



he 



V 2 =h/2 
V y =b/2 



I P E R 



n 



V z =h/2 
V y =bl2 
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MOMENTSD'INERTIE- 

MATRICE D'INERTIE 

Objectifs 

■ Definir les notions de moment d'inertie, de rayon de gyration. 
| Dormer les formules de changement d'axe. 
| Dormer un formulaire general. 

■ Dormer les proprietes et les formes particulieres des matrices 
d'inertie. 

1 • M oment d'inertie d'un solide 
par rapport a un axe 

1. M oment d'inertie d'un point materiel 
ou d'une masse elementaire 

Le moment d'inertie AJ U , par rapport I 
l'axe u, du point materiel M de masse 
Am ou dm, situe a la distance constante 
r de l'axe u, est egal a : 

AJ U = r 2 Am = r 2 dm unites : kg.m 2 



Fig. 1 

2. Moment d'inertie d'un solide de masse par rapport a un axe 

Le moment d'inertie J u , par rapport a 
l'axe u, d'un solide de masse m, est egal 
a la somme des moments d'inertie (par 
rapport au meme axe) de 1' ensemble 
des points materiels M 1 ,M 2 , ■ ■ ■ , M n 
constituant le solide. 
J u = rj 2 Am, + r 2 2 Am 2 + ... + r n 2 Am n 

J u = E r 2 Am = J r 2 dm 
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3. Rayon de gyration r k 

Si J u est le moment d'inertie, par rapport a l'axe U, d'un solide de masse m, le rayon 
de gyration r k est defini par : 

r = ^P~ 



Remarque : tout se passe comme si la masse m du solide etait concentree en un 
point situe a la distance r k de l'axe u. 



ou 




4. Changement d'axe 

Les axes u et u G sont paralleles et distants 
de d. La relation indiquee generalise la for- 
mule de Huygens. 



Si on fait intervenir les rayons de gyration 
respectifs : 



h 2 = rj + d* 



^ — ^ Ue 








/ t \ 




/ ' \ 


f u 


/ / 




1 t \ 




/ f J 




/ / / 




f / 




/ / / 




\ ' / / 




\ ' / / 




\ / / / 




\j ^/ / 









'ig.3 



5. Moment d'inertie des solides composes 

Le moment d'inertie d'un solide compose est egal a la somme arithmetique des 
moments d'inertie de chacun des solides constitutifs par rapport au meme axe (meme 
demarche que pour les moments quadratiques). 



1 1 • Produits d'inertie Jxy, Jxz, Jyz 

Lorsque les solides sont en rotation dans l'espace a trois dimensions, les produits d'iner- 
tie apparaissent lors des calculs dynamiques. lis servent egalement a la definition de la 
matrice d'inertie d'un solide (voir chapitre « cinetique dans l'espace »). 



\ xy dm 

J xz = J 2X = i ™ dm 
4» = 4> = 1 VZ dm 



Huygens : 



J xv = Jx G y G + m dx dy 
J vz = Jy G z G + m dy dz 
4 = ^g z g + m dx dz 




Fig. 4 
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Annexe 3 • Moments d'inertie, matrice d'inertie 



III -Matriceou tenseurd'inertie 

1. Definition 

La notion de matrice ou tenseur d'inertie a ete introduite dans le chapitre « cinetique 
dans l'espace ». Elle est definie par : 



^xx ^ xy ^xz 
~Jxz ~J V z Jzz 



2. Formules utiles 

Moment d'inertie par rapport au point A 



J A = 1/2 (4, + J + JJ 




Fig. 5 



Moment d'inertie du solide par rapport a un axe u quelconque passant par A : 



3. Cas particuliers lies aux symetries du solide 



'articulariti 

du solide 



Plan 
de symetrie 

(A*,y) 



Exemple 



I 

-i- 



Proprieties 



4 = t 

Jy2 = ( 



Forme de la matrice 
d'inertie en A : I J A 1, 



^xx ^xy 



0 0 4 



Plan 
je symetrie 

(A x, A 



±1 



^xx 0 ^xz 

0 Jy, 0 

- X 7 0 J 77 



Plan 
le symetrie 

(Ay, 2) 



Fig. 6 




4 = 



J„ 0 0 
0 ^yy ~ ^yz 
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articularite 

du solide 



Exemple 



Proprieties 



Forme de la matrice 
d'inertie en A : [ J A ] xyz 



Axe 
le symetrie 
(A A 



til 



i 



4=0 
4=0 
4 = 0 



4 


0 


0 


0 




0 


0 


0 


4 



Axe 
de 
revolution 

(A A 




4 = 

4 = ' 



J 0 

0 J 
0 0 



0 
0 

4 



Solide plat 
(" sans 
paisseur ") 
plan (x, y) 



Fig. 6 (suite) 




/>= masse volumique 

4 = 4 = o 

4 = R 'y 

/ - moment quadratique 



"yy 
0 



4, T heoreme deHuygensgeneral i se 

Les reperes (G, x G , y„ Zq) et A(x, y, z) 
lies au solide. 

Les axes de reperes sont paralleles 
eux : 

AG = X G ]*+ Y C J+ Z G k 



Fig. 7 

La matrice d'inertie en A est obtenue par : 







-mX G Y G 


- m X G Z G 






-mX G Y G 










-mXoZ G 




m(y G 2 +x| 





Remarque 

Les moments d'inertie suivant la diagonale sont minimaux au centre de gravite G. 
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\4 ( mti6$ (unites SI) 



Unites de base du systeme in 



J o m 



;eimational 



Unite 



Symbole 



Pi "ixes pour mutiples et sous multiples 



N om 



Symbole 



Facteur 



Longueur 
Angle plan 
Angle solide 
Masse 
Temps 

Intensite de courant electrique 
Temperature thermodynamique 
Quantite de matiere 
Intensite lumineuse 



metre 

radian 

steradian 

kilogramme 

seconde 

ampere 

degre Kelvin 

mole 

candela 



m 

rad 
sr 

kg 

s 
A 

I 

mo I 
cd 



* 1 degre Celsius ("0 = 1 Kelvin (K) 
La temperature Celsius (f c ) est liee a la temperature 
thermodynamique Kelvin IT) par la relation : 
f= f c t273,15 (exemple : 0 °C 



Conversion entre echeile Celsius 
anglo-saxonne Farenheit (/ f ): f n 



273,15 K) 
(y et echeile 
= «.32)/1,8 



exa 
peta 
tera 

giga 

mega 
kilo 
hecto 
deca 

deci 
centi 
milli 

micro 

nano 

picO 

femtD 

alto 



E 
P 
T 

P 

M 
k 
h 

da 

d 

c 
m 

H 
n 

P 



1 000 000 000 000 000 000 
1 000 000 000 000 000 
1 000 000 000 000 

r ooo ooo ooo 



1 000 
100 
10 

1 

0,1 
0,01 

0,001 

DO 001 



0,( 



0,000 000 000 001 
0,000 000 000 000 001 = 
0.000 000 000 000 000 001 



= 1018 
= 1015 
•1012 

= 10 9 

: 10 6 

= 103 
= 102 

= 101 
= 10" 

10-1 

= 10-2 

■ 10-3 
= 10-6 

■ 10-a 

= 10-12 

1 0-15 
= 10-18 



Unites derivees pourles grandeurs les plus usuelles 



Grandeur 


Symb, 


Unite's 


Multiples et sous-multiples 
ayant un nom particulier 


Unites usuelles hors systeme 
et unites anglo-saxonnes 


Norn et 
symbole 


Valeur 
en unites 
de base 


Norn 


Symb. 


Valeur SI 


Nom 


Symb. 


Valeur SI 


.ongueur 


L, /,.. 


netre 


m 


angstrom 
micrometre 
ou micron 


\ 

urn 


1 0" 10 m 
10-6m 


pouce (inch) 
pied (foot) 
yard 


in 
ft 

yd 


25,4 mm 
304,8 mm 
0,9144 m 


iire ou 

superficie 


S, A... 


metre carre 


m2 


hectare 

are 


ha 

a 


10 000 m 2 
100 m 2 


pouce carre 
(square inch) 


in 2 


6,4516 cm 2 


J olume 


V 


metre cube 


m 3 


litre 
stere 


L 

st 


1 r>3 ma 
lms 


gallon (UK) 
tonneau (navire) 




4,546 L 
1,13267 m.3 


\ngle plan 


a, 13... 


radian 


rad 


tour 


tr 


2ti rad 


degre d'angle 
minute d'angle 
seconae a angie 


0 

II 


7t/180 rad 
1/60° 
1 /fin 


Masse 


m 


kilogramme 


kg 


tonne 
quniidi 


t 
1 


1 000 kg 
1(1(1 In 


carat metrique 

nnnnH (\'\\irp\ 
puuitu viivitr; 

ounce (once) 


Ih 

IU 

OZ 


0,2 g 

28,349 g 


: orce 


F 


newton (N) 


kg.m.s -2 


decanewtDn 


daN 


10 N 


Pound-force 
kilogramme-force 


I u t 

l b f 
kgf ( 


0,4448 daN 
,981 daN 


VIUHlcm U Ullc 

orce et couple 


M 


newton metre 


N.m 








Pound-force foot 


Ibf.ft l 


,356 Nm 


Session et 
;ontraintes 


P 


pascal (Pa) 


N.m-2 


bar 

atmosphere 


bar 
itm 


10 5 Pa 
1013 mbar 


Pound-force par 
nch carre 


psi 


6894,754 Pa 


.nergie-travail 

it quantite de 
;haleur 


E, W j< 


>ule (j) 


N.m 


wattheure 
electron volt 


A/h 
IV 


3600 j 
1,59.10" 19 J 


calorie 

hermie 

frigorie 


cal 
th 
fg 


4,1855] 
10 6 cal 
-1 kcal 


'uissance 


P 


watt(W) 


J.s-i 


kilowatt 


(W 


1000 w 


cheval (vapeur) 
horsepower 


cv 

hp 


736 W 
746 W 


/itesse 


V 


metre 

par seconde 


m.s-1 


kilometre 
par heure 


km.h-1 


1/3,6 m.s-1 


mile nautique 
nceud 




1,852 km 
1,852 km/h 


/itesse 
mgulaire 


OJ 


radian 

par seconde 


rad.s-1 t( 


ur par 

seconde 


tr.s-i 2 


x rad.s-1 


tour par 
minute (N) 


tr/min 


30 In 


/iscosite 
;inematique 


V 


metre carre 
par seconde 


m 2 .s _1 


stoke 


St 


1 o-4 mas-1 








/iscosite 

fynamique 




pascal 
seconde 


Pa.s-1 


poise 


3 


0,1 Pa.s 
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Index 



Acceleration 

absolue 129, 202 

angulaire 152 

complementaire 181 

de Coriolis 181, 203 

de la pesanteur (g) 44 

determination graphique 

167, 183 

normale 153 

relative 129 

tangentielle 153 

vecteurs 127, 128 
actions mecaniques 

a distance 44 

de contact 47 

liaisons usuelles 47, 1 15 
adherence 77 
aires 466 
allongement 

definitions 280 

pour cent 283 

relatif 281 
angle 

de frottement 78 

de glissement 298 

de rotation 151 

d'Euler 195 

unitaire de torsion 309 
arc-boutement 8 1 
Archimede 467 
axe neutre 337, 368 

Bary centre 464 
base et roulante 165 

Cables (frottement) 86 
Centre 

de gravite 463 

de masse 463 

de percussion 208 

instantane de rotation 164 
cercle de Mohr 

contraintes 403 

deformations 424 
charge 

concentree 45, 326 

critique d'Euler 387 

repartie 45, 329 
chocs (notions) 239 
cisaillement 207 
coefficient de 

concentration de 

contraintes 284, 312, 339 

dilatation thermique 286 

frottement 78, 79 



Poisson 281, 283 

resistance au roulement 87 

restitution 239 

securite 273 

striction 283 
coins et cones 83 
colineaires (forces) 42 
composantes d'une force 16 
composition 

des accelerations 180, 194 

des mouvements 177 

des vitesses 178, 194 
concentrations de contraintes 
284, 312, 339 
conditions aux limites 350 
cone de frottement 78 
conservation 

de 1' energie 226 

de la quantite de mouve- 

ment 238 
contraction laterale 281 
contrainte 

admissible 273, 280 

biaxiale 401,410 

cisaillement 27 1, 296 

cisaillement maximal 402 

critique d'Euler 390 

definition 27 1 

dans une section inclinee 

283 

d'origine thermique 286 
normale 271, 279, 338, 
378 

plane 397 

pratique 273, 280 

principale 400 

tangentielle 27 1, 296, 

309,341 

triaxiale 406 
coordonnees 

cartesiennes 8 

d'une force 17 

d'un point 11 

d'un vecteur 8 
coplanaires (forces) 37 
Coulomb (lois de) 80 
couple 

definition 23 

torseur 110 

vecteur 24 

gyroscopique 263 
courroies (liens, cables) 86 
criteres de limite elastique 

Coulomb 416 

Mohr 416 

Tresca 414 

Von Mises 414 
Culman (methode de) 50 

D'Alembert 204 
deformation 

elastique 282 



plastique 282 

plane 421 

principale 423 
deformee 

definition 349 

formulaire 356 

methodes de calculs 350 
degre de liberte 113, 192 
densite 433 
derivee d'un vecteur 

de base 189 

dans differents reperes 191 

diagrammes 

effort tranchant 327 
moment flechissant 327 

disques de friction 85 

double produit vectoriel 14 

ductilite 284 

dynamique 201, 251 

Ecoulement des fluides 

laminaire 447 

permanent 445 

turbulent 447 

uniforme 445 
effort interieur ou de cohesion 

definition, conventions 267 

composantes 269 

diagrammes 328, 378 

torseurs des 269 
effort tranchant 269, 296, 
325 

elasticite 397 

energie, travail 2 17 

energie potentielle 220 

energie cinetique 

definitions 221, 256 
theoremes 225, 257 

enveloppes minces 409 

equations 

de Bernoulli 453 
de mouvement 257 
d'equilibre 42 
d'Euler 258, 259, 260 
de transformations 399, 
423 

equilibrage statique 262 
equilibrage dynamique 262 
equiprojectivite 111, 160 
essai de traction 282 
Euler 195, 387, 392,457 
exterieures (forces) 38, 41, 42 

Facteur de frottement 78 
flambage plastique 391 
flexion 

calcul des constructions 

339 

charges concentrees 326 
charges reparties 329 
contraintes normales 338 
contraintes tangentieDes 341 
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diagrammes 327 

deformee 349 

deviee 369 

efforts interieurs 325 

formulaire 356 

hyperstatique 36 1 

pure et simple 325 

schematisations 323 
flexion plus traction 377 
flexion plus torsion 379 
fluides 

dynamique 445 

pression dans les 46, 55, 

436 

statique 433 

viscosites 434 
force 

notion de 15 

composantes 16 

concourantes 43, 48 

coordonnees 17 

coplanaires 37 

de frottement 79 

d'inertie 204 

exterieure 38, 41 

interieure 42 

moments d'une 20, 23 

polygone 49, 51 

puissance 223 

resultantes 29 

travail 2 18 

triangle 43, 48 

vecteur 15 
formulaire 

centre de gravite 466 

flexion deformee 356 

matrice d'inertie 475 

moments quadratiques 470 

moments d'inertie 476 

profiles 47 1 

torsion 315 
formule de la secante 395 
formule de Mohr Cacquot 380 
frottement 77 

Glissement 150 
gyration 466, 474 
gyroscopes 263 

Huygens 469, 473, 474, 475 

hypotheses 

de la RDM 266 

de Navier Bernoulli 266 

Barre de Saint Venant 272 

Impulsion 234 
impulsion angulaire 236 
inertie 

force 204 

moment 472 
instabilite elastique 388 
isolement d'un solide 41 



Jauges de contraintes 427 
Joule 218, 477 



Liaison parfaite 114 
Liens flexibles et cables 86 
lignes de courant 446 
limite elastique 280, 283 
loi 

conservation de l'energie 
226 

de Hooke 282 

de Hooke generalisee 407, 

428 

du frottement 80 

Marge de securite 273 
matrice d'inertie 255, 476 
metacentre 439 
methode 

de Cremona 71 

de Culman 50 

de Duteil 392 

de la membrane 3 17 

de resolution graphique 47 

d'Euler Rankine 392 

des noeuds 70 

des sections 73 

dite de la parabole 393 

par integration 349, 364 

par superposition 362 
module d'elasticite 

longitudinal 282, 283 

transversal 299 
Mohr 103, 121, 380 
moment 

cinetique 235, 253 

de torsion 269, 325 

d'inertie 472 

d'une force 20, 23 

flechissant 269, 325 

ideal de flexion 380 

quadratique 467 

resultant 26 

vecteur 21 
mouvement 

absolu 129 

gyroscopique 263 

pendulaire 209 

plan 130, 159 

rectiligne accelere 145 

rectiligne uniforme 145 

relatif 129 

rotation accelere 152 
rotation uniforme 152 

Newton 38, 202,477 
nceuds et barres 67 
nombre de Reynolds 448 

Palier lisse (frottement) 84 
palier a butee 85 



parallelogramme (regie) 6 
Pascal (loi) 466 
pascal (unite) 46, 477 
parametrages 135, 196 
plan neutre 337, 371 
pendules 209 
perte de charge 

reguliere 449 

singuliere 450 
pivotement (vitesse de) 180 
points coincidents 132 
polygones (forces) 49, 51 
poussee d'Archimede 438 
poutre (notion de) 265 
poutre non symetrique 369 
pression 

de contact 46 

dans un fluide 436 

sur une paroi 440 

unites 477 
principe 

de d'Alembert 204 

des actions mutuelles 39 

de superposition 354 

de transmissibilite des 

forces 38 
principe fondamental de la 

statique 38, 94, 112 

dynamique 202, 205, 207, 

210, 256 
produit 

d'inertie 469, 473 

scalaire 1 1 

vectoriel 12 
puissance 

notion de 217, 223 

d'une force 223 

d'un couple 224 

d'un torseur 224 

Quantite de mouvement 
definition 233, 252 
theoreme de 234 

Rayon de gyration 468, 473 
referentiel 127 
regie des trois doigts 22 
repere de reference 127 
rendement (notion de) 224 
reperage des mouvements 
135, 195 
repere 

absolu ou galileen 129, 

202 

de reference 106 

relatif 129 
resistance 

a la rupture 283 

au roulement 87 

pratique 273, 280 
resultante 

definition 29 
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de forces concourantes 30 
de forces paralleles 32 
cas general (plan) 32 
roulement (vitesse de) 180 

Scalaire 5 

scalaire (produit) 11 

solide de reference 103 

sollicitations simples 269 

sollicitations composees 269, 

377 

statique 

cas de deux forces 42 
cas de trois forces concou- 
rantes 43, 48 
cas de quatre forces et plus 
49 

dans l'espace 93, 105 
des fluides 433 
dynamique et funiculaire 
51 

ensembles de solides 42 
equations d'equilibre 42 
isolement d'un solide 41 
methode de resolution 39, 
113 

methodes graphiques 47 
par les torseurs 105 
principe fondamental 38, 
95,112 
systemes 

a masse conservative 251 
dynamiquement equivalents 
211 

force-couple 33 
hyperstatiques 53, 287, 
361 

statiquement equivalents 
105 

triangules 67 

vis-ecrou (frottement) 85 



Temps relatif et absolu 203 
tenseur dMnertie 255, 476 
theoreme 

d'Archimede 467 

de conservation de l'ener- 

gie 226 

de Fenergie cinetique 225, 
257 

de Pascal 436 

des travaux virtuels 227 

d'Euler (fluides) 457 

de Varignon 21 

du moment cinetique 235, 

254 

quantite de mouvement 

234, 254 
theorie des mecanismes 196 
torseur d'action 

couple 110 

definition 107 

des liaisons usuelles 115 

ecritures possibles 108 

glisseur 110 

operations sur les 109 

proprietes 111 
torseur cinematique 

definition 191 

des liaisons usuelles 192 
torseur cinetique 254 
torsion 

angle unitaire 308 

calculs des constructions 

311 

contraintes 309 

definition 307 

efforts interieurs 309 

formules 310, 311 

poutres non circulaires 315 
torsion plus cisaillement 381 
traction plus cisaillement 295 
trajectoires 132 



translations rectilignes 130, 

141 

travail 

notion de 217 

d'une force 218 

d'un couple 2 19 

virtuel 227 
treillis 67 

tubes de courant 446 

Unites (systemes) 477 

Vecteur 

acceleration 134, 153, 
166 

acceleration angulaire 154, 
166 

coordonnee d'un 8 

couple 24 

definition 6 

deplacement 133 

force 15 

moment 21 

operations sur les 6 

position 93, 133 

rotation 154, 166 
vitesse 134, 153, 165 
virtuel (travail) 227 
viscosite 

cinematique 434 

dynamique 434 
vis ecrou (frottement) 85 
vitesse angulaire 15 1 
vitesse de glissement 180 

watt 223,477 
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JEAN-LOUIS FANCHON Ce livre est destine a tous les etudiants 

qui poursuivent des etudes en Sciences 
GUIDE DE MECANIQUE et technologies industrielles (STI) : BTS, IUT, DEUG, 

Sciences et technologies industrielles classes preparatoires, formation continue, 

y compris les debutants. II sert aussi de reference 
a tous ceux qui sont en activite professionnelle. 

La mecanique et ses principes fondamentaux 
sont developpes en tant que science industrielle. 
L'ouvrage, concu comme un guide de reference, 
rassemble 1'essentiel des connaissances necessaires 
aux applications usuelles de la mecanique. 

Le cours propose se divise en six parties : statique, 
cinematique, dynamique ou cinetique, resistance 
des materiaux, elasticity et mecanique des fluides. 

A l'interieur des parties, chaque chapitre propose 
des elements de cours, des exercices resolus 
et des exercices a resoudre, dont pres de la moitie 
avec reponses, qui sont destines au travail personnel. 

Les nombreux exercices proposes offrent une grande 
variete de choix aux utilisateurs : execution manuelle 
ou informatique, solution graphique ou calculee, 
model i sat ions diverses, vecteurs, torseurs ... 



Les methodes proposees et les simplifications 
parfois adoptees, ne sauraient remptacer, p 
en usage professional, les documents officiels 
et les procedures normalisees. 
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